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Résumé

La modélisation conjointe de deux ou plusieurs données de comptage a fait I'objet
d’'une attention particuliére ces dernieres années au sein de la communauté scienti-
fique. En effet, les données de comptage multivariées se présentent dans un contexte
tres large. Particulierement, les modeles de comptage a deux variables sont utilisés
dans les cas ou deux variables de comptage sont corrélées et doivent étre estimées
conjointement. Les modéles de régression de Poisson bivarié a inflation de zéros sont
le plus largement utilisés pour les données de comptages bivariées qui ont un nombre
important de (0;0). Cependant, les propriétés théoriques dans ces modeles n’ont pas
encore été assurées. C’est dans ce cadre que s’inscrit ce travail qui a pour objectif de
combler ce déficit et de fournir a cet effet, une base rigoureuse pour l'application du
modele.

Dans la premiere partie, nous présentons quelques notions utiles a la compré-
hension de ce manuscrit. Pour ce faire, nous rappelons des notions sur les modéles
linéaires généralisés (formalisme des modeéles, construction d’estimateurs et de tests,
aspects numériques). Ensuite, nous énoncons quelques modeles a inflation de zéros,
les méthodes d’estimations puis les propriétés asymptotiques qui sont le plus souvent
rencontrés dans la littérature.

Dans la deuxiéme partie, nous nous penchons singulierement sur le modéle de
régression de Poisson bivarié a inflation de zéros. Nous étudions d’abord, les proprié-
tés asymptotiques de son estimateur du maximum de vraisemblance. Ensuite, nous
menons une étude de simulations sur plusieurs échantillons de tailles finies pour
évaluer les performances de I'estimateur proposé. Enfin, nous proposons une appli-
cation de ce modele pour évaluer la demande et le renoncement aux soins médicaux
de plusieurs milliers de patients aux USA.

Dans la derniere partie de notre travail, nous nous intéressons a un probleme fré-

quemment rencontré dans la pratique. Plus précisément, au probleme de I'inférence



dans un contexte ou les covariables qui interviennent dans le modele de régression
de Poisson bivarié a inflation de zéros sont partiellement observées. A cet effet, nous
proposons des méthodes de pondération par I'inverse des probabilités de sélection et
d’imputation multiple pour estimer les parametres de notre modele lorsque des don-
nées sont manquantes sur des covariables. En outre, nous établissons les propriétés
asymptotiques des estimateurs proposés. Nous réalisons une étude de simulation
exhaustive sur des tailles finies d’échantillons afin d’évaluer la cohérence de nos ré-
sultats. Pour finir, nous présentons une application des méthodes proposées sur des

données d’économie de la santé.

Mots clés : Données de comptage, propriétés asymptotiques, imputation multiple,
estimateurs par pondération, non paramétrique, inflation de zéros, manquant de ma-

niére aléatoire.



Abstract

The joint modeling of two or more count data has received a lot of attention in
recent years in the scientific community. Indeed, multivariate count data occur in
a very broad context. In particular, bivariate count models are used in cases where
two count variables are correlated and need to be estimated jointly. Bivariate Pois-
son regression models with zero inflation are most widely used for bivariate count
data that have a large number of (0;0). However, the theoretical properties in these
models have not yet been assured. It is in this context that this work is carried out,
with the aim of filling this gap and providing a rigorous basis for the application of
the model.

First, we present some notions useful for the understanding of this manuscript.
To do so, we recall some notions on generalized linear models (formalism of models,
construction of estimators and tests, numerical aspects). Then, we describe some mo-
dels with inflation of zeros, the estimation methods and the asymptotic properties
which are most often met in the literature.

In the second part, we focus on the zero-inflated bivariate Poisson regression mo-
del. First, we study the asymptotic properties of its maximum likelihood estimator.
Then, we conduct a simulation study on several finite sample sizes to evaluate the
performance of the proposed estimator. Finally, we propose an application of this mo-
del to evaluate the demand and the renunciation of medical care of several thousand
patients in the USA.

In the last part of our work, we are interested in a problem frequently encoun-
tered in practice. More precisely, the problem of inference in a context where the
covariates involved in the bivariate Poisson regression model with zero inflation are
partially observed. In this context, we propose inverse selection probability weighting
and multiple imputation methods for estimating the parameters of model when data

are missing on covariates. In addition, we establish the asymptotic properties of the



proposed estimators. We perform an exhaustive simulation study on finite sample
sizes to assess the consistency of our results. Finally, we present an application of the
proposed methods on health economics data.

Key words : Count data, asymptotic properties, multiple imputation, weighting
estimators, nonparametric, zero-inflation, missing at random.
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: Loi binomiale négative de parametres r et p.
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N
N*
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N————

d fois
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Infroduction générale

Au cours de ces trois derniéres décennies, la communauté scientifique s’est
beaucoup intéressée a 'analyse des données de comptage. Ce grand intérét pour la
modélisation des données de comptage réside dans le fait qu'on les rencontre dans
un grand nombre de domaines tels que I'économie, 'assurance, I'épidémiologie, les
sciences de 'environnement, le sport, 'étude du terrorisme et bien d’autres. Cepen-
dant, ces données contiennent le plus souvent un nombre excessif de zéros, c’est-
a-dire qui ne peuvent étre expliqués par les modeles de comptage classiques (bino-
mial, binomial négatif, Poisson,...). Dans les études de Sarma et Simpson (2006), Sari
(2009) et Diallo et al. (2017), il a été montré que dans une étude économique portant
sur la consommation et le renoncement aux soins médicaux, une variable réponse
sujette a I'inflation de zéros peut-étre le nombre de fois qu'une personne consulte un
médecin dans un intervalle de temps donné.

Ridout et al. (1998) affirment que les zéros ont souvent un statut particulier qui
peut préter a confusion. En effet, on distingue deux types de zéros : les zéros aléa-
toires (ceux qui sont dis a I'échantillonnage) et les zéros structurels (ceux qui sont
diis a la structure). A titre d’exemple, en assurance automobile un exces de zéros
peut affecter le nombre d’accidents responsables déclarés par les assurés d’'un por-
tefeuille. En effet, I'observation d’'un zéro qui signifie qu’aucun sinistre responsable
n’est déclaré dans I'année peut correspondre a deux situations. Premierement, I'as-
suré considéré n’a eu aucun sinistre. Deuxiemement, 'assuré a été responsable d'un
sinistre mais ne I’a pas déclaré. La non déclaration d’un sinistre responsable peut
étre die a l'existence du systéme de bonus-malus, dans la mesure ou un assuré va
préférer supporter le cotit des réparations plutét que de perdre le bénéfice de son bo-
nus (voir Dupuy (2018)). Ainsi, il faut tenir compte de ces deux types de zéros lors de
la modélisation afin d’éviter un cas particulier de surdispersion, appelé, I'inflation de
z8éros (Voir Lambert (1992), Mullahy (1997), Ridout et al. (1998), Diop et al. (2011) et

Preisser et al. (2012)). Pour traiter cette difficulté, des approches ont été proposées.

11
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Parmi celles-ci, la modélisation en deux parties "hurdle model de Mullahy (1986) et
two-part models de Heilbron (1994)" ainsi quune autre approche qui est de considé-
rer un mélange de deux modeles. Cette derniere approche conduit aux modeles dits
zéro-exces communément appelé modeles a inflation de zéros. Dans son travail, Feng
(2021) a montré que les modeles a obstacle ou hurle models ajustent mieux les don-
nées que les modele a inflation de zéros lorsqu’il y’a déflation de zéros ou lorsque la
proportion de zéros en exces est faible, voire nulle. Par contre, les modéles a infla-
tion de zéros sont suggérés lorsque la proportion de zéros en exces est importante.
En outre, les modeles a obstacle supposent qu’il n’y a qu'un seul processus par lequel
un zéro peut étre produit, tandis que les modeles a inflation de zéros supposent qu’il
existe deux (02) processus différents qui peuvent produire un zéro. Les modeles a
obstacle supposent deux (02) types de sujet : (i) ceux qui ne connaissent jamais le ré-
sultat et (i7) ceux qui connaissent toujours le résultat au moins une fois. Les modeles
a inflation de zéros conceptualisent les sujets comme (i) ceux qui n’expérimentent ja-
mais le résultat et (/i) ceux qui peuvent expérimenter le résultat mais ne le font pas
toujours. Ainsi, I'interprétation des zéros differe des modeles a obstacle et a inflation

de zéros.

Plusieurs travaux ont été réalisés sur les modeles de régression univariés a infla-
tion de zéros. Parmi ceux-ci, nous pouvons d’abord citer Lambert (1992), Li (2011),
Monod (2014) et Ali (2022) qui ont évalué le modele de régression de Poisson a infla-
tion de zéros (modele "ZIP" pour zero-inflated Poisson). Ensuite Ridout et al. (2001),
Moghimbeigi et al. (2008) et Mwalili et al. (2008) se sont penchés sur le modele de
régression binomial négatif a inflation de zéros (modele "ZINB" pour zero-inflated
negative binomial). Quant a Famoye et Singh (2006), ils se sont intéressés au modele
de Poisson généralisé avec inflation de zéros (modele "ZIGP" pour zero-inflated gene-
ralized Poisson). Enfin Hall (2000), Hall et Berenhaut (2002), Diallo et al. (2017) et
Diallo et al. (2019) ont porté leur intérét au modele de régression binomial a inflation
de zéros (modele "ZIB" pour zero-inflated binomial). Depuis lors, plusieurs autres ex-
tensions et améliorations de ces modeles ont été réalisées par Diop et al. (2011), Ali
et al. (2020) et Lee et al. (2021). Mais les modeles ZIP, ZINB, ZIPG et ZIB ne sont pas
appropriés aux réponses bivariées. En effet, I’application de deux régressions indé-
pendantes de comptage a des données de comptage d’événements conjoints appariés
conduit a des estimateurs incohérents et inefficaces. Les événements de comptage
appariés présentant une corrélation doivent étre estimés conjointement; et les mo-
deles de régression de comptage a deux variables sont concus pour traiter de tels cas.
Ainsi, quelques modeles ont été proposés pour les données de comptage bivariées a

inflation de zéros. Par exemple, pour les modéles binomiaux négatifs bivariés a in-
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flation de zéros (Voir Wang (2003), Faroughi et Ismail (2017)) et pour les modéles de
Poisson bivariés, Li et al. (1999), Karlis et Ntzoufras (2003), AlMuhayfith et al. (2016)
et Yang et al. (2016) entre autres.

En inférence statistique, plusieurs études théoriques et numériques dans les mo-
déles de régression univariés a inflation de zéros ont été menées. Elles reposent géné-
ralement sur la méthode du maximum de vraisemblance (voir McCullagh et Nelder
(1989), Czado et Min (2005), Wang et al. (2021)). Des études récentes dans ce domaine
ont été mené dans ce sens par Ali et al. (2020) et Lee et al. (2021). Contrairement au
cas univariés, 'inférence statistique sur les modeéles multivariés a inflation de zéros
a pour l'instant attiré peu d’attention bien que la modélisation des données de comp-
tage multivariées corrélées est plus que jamais d’actualité.

Cependant, dans de nombreuses circonstances, on est souvent confronté au fait
quun ensemble de données contient des données manquantes. En effet, les don-
nées manquantes sont un probléme trés répandu dans de nombreuses disciplines,
notamment I’économie, la sociologie, les sciences médicales, les sciences politiques,
les transports et la communication, et d’autres domaines. Il existe plusieurs raisons a
ce probleme, comme le fait que les répondants ne répondent pas aux questions posées
ou fournissent des réponses confuses, etc. Pour plus de détails sur les circonstances
qui peuvent étre a lorigine des données manquantes, on peut se référer a Schafer et
Graham (2002).

Les données manquantes constituent une menace sérieuse pour la validité de I'in-
férence ou de la prise de décision dans de nombreuses applications. Compte tenu de
I'intérét de ce probleme, diverses méthodes ont été proposées pour traiter les données
manquantes dans les modeéles de régression au cours des dernieres décennies. Pour
plus d’informations sur ces méthodes, nous renvoyons le lecteur intéressé a Rubin
(1976), Little (1992), Zhao et Lipsitz (1992), Robins et al. (1994), Reilly et Pepe (1995),
Clayton et al. (1998), Creemers et al. (2012), Lukusa et al. (2016) et Lee et al. (2021).
Le mode de gestion le plus courant du probleme de données manquantes consiste a
restreindre les analyses aux sujets pour lesquels '’ensemble des variables sont en-
tierement renseignées (analyse dite de cas complet). Cette méthode, généralement
appliquée par défaut, induit un risque potentiel de biais dans les estimations. Une
alternative au cas complet en cas de données manquantes est I'Imputation Multiple
(MI). LImputation Multiple consiste a remplacer chaque donnée manquante par un
ensemble de données estimées a partir de données observées. Chacune des bases com-
pletes ainsi obtenues fournit alors une estimation du parameétre d’intérét, puis un

estimateur unique est obtenu en calculant la moyenne de ces estimations. Une autre
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méthode de traitement des données manquantes est la pondération par inverse de la
probabilité de sélection (IPW, pour "Inverse Probability Weighting"). Introduite par
Horvitz et Thompson (1952) puis développée par Zhao et Lipsitz (1992), la méthode
IPW est basée sur la création de pseudo-populations de cas complets dans lesquelles
le biais de sélection di aux données manquantes est éliminé par des poids. La dé-
termination de ces poids nécessite un modele pour évaluer de la probabilité qu'un
individu ait des données completes. On peut se référer a Diallo et al. (2019) et Sea-

man et White (2013) pour plus d’information sur cette méthode.

Certaines approches ont été développées pour traiter les problemes de covariables
manquantes dans les modeles zéro-inflatés lorsque les covariables sont manquantes
de manieére aléatoire (MAR, pour Missing At Random). Notamment, Lukusa et al.
(2016); Lukusa et Phoa (2020) ont proposé des méthodes d’estimation de pondération
par l'inverse des probabilités de sélection (IPW) semi-paramétrique pour un modele
de régression de Poisson (ZIP) a inflation de zéros avec des covariables manquantes.
Diallo et al. (2019) ont proposé une méthode d’estimation IPW paramétrique pour
un modele de régression binomial a inflation de zéros (ZIB) avec covariables MAR.
Lee et al. (2020) ont proposé des méthodes d’estimation d’imputation multiple non-
paramétrique pour le modele de régression ZIP. Et plus récemment, Lee et al. (2021)
se sont intéressés a l'estimation des parametres dans le modele de régression de
Bernoulli a inflation de zéros (ZIBer).

Bien qu'’il existe de nombreuses études sur les modeles zéros inflatés (ZI) avec co-
variables manquantes, ces études se sont limitées aux cas ou les variables réponses
sont univariées. A notre connaissance, il n’existe pas de travaux portant sur les mo-
deles de comptage multivariés dans un contexte de covariables manquantes. Notre
travail a aussi pour but de combler cet important déficit et de fournir a cet effet, une
base rigoureuse pour 'application de ces modeles.

L'objectif de ce travail est de proposer des études théoriques et numériques dans
les modeles de Poisson bivarié a inflation de zéros afin d’apporter une base solide au

probleme de I'inférence statistique dans ces modeles.

Dans un souci de compréhension de ce travail, la these est structurée de la ma-

niére suivante.
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Dans le chapitre 1, nous donnons des outils mathématiques qui seront nécessaires
dans ce travail de thése. Dans un premier temps, nous présentons quelques rappels
essentiels sur les modéles linéaires généralisés (GLMs). D’abord, il s’agit de reve-
nir sur la théorie des modeles linéaires généralisés. Ensuite, nous nous intéressons
en particulier a la spécification d'un modele linéaire généralisé et nous rappelons
les principaux résultats concernant les propriétés de 'estimateur du maximum de
vraisemblance dans ces modéles. Dans un second temps, nous présentons quelques
modeles a inflation de zéros et des propriétés asymptotiques de leur estimateur ob-
tenu par la méthode du maximum de vraisemblance. Dans un troisiéme temps, nous
rappelons quelques notions sur les données manquantes. D’abord, nous décrivons les
mécanismes de données manquantes. Nous présentons ensuite des méthodes de trai-

tement de données manquantes.

Le chapitre 2 de ce manuscrit renferme notre premiere contribution dans cette
theése. D’abord, nous examinons les propriétés asymptotiques de 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance du modele de Poisson bivarié a inflation de zéros. Ensuite,
par le biais de la simulation, nous étudions le comportement en échantillon fini de
Iestimateur proposé. Enfin, une application aux données réelles a été réalisée pour

analyser les données d’utilisation des soins médicaux.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons a 1’épineux probléeme de données man-
quantes. Nous proposons plusieurs méthodes d’estimation des parametres du modele
de régression de Poisson bivarié avec inflation de zéros lorsque des covariables qui
interviennent dans la régression sont partiellement observées. Nous examinons théo-
riquement ces méthodes d’estimation proposées. En outre, une étude de simulations
numériques est réalisée pour évaluer la cohérence de nos résultats. Pour finir, nous

appliquons les méthodes proposées a un jeu de données de I’économie de la santé.
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données manquantes

Résumé

Dans ce chapitre, d’abord nous rappelons quelques notions essentielles sur les mo-
deles linéaires généralisés. Ensuite, nous présentons quelques modeéles a inflation de
zéros et leurs propriétés asymptotiques. Enfin, nous décrivons les mécanismes de ges-
tion des données manquantes et quelques méthodes de traitement.
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1.1 Modeles linéaires généralisés

Dans cette partie, nous énoncons quelques notions essentielles sur la théorie des
modeles de comptage. Ainsi, nous présentons brievement des résultats essentiels ren-
contrés dans la littérature. Nous définissons les notions de modeéle linéaire généralisé
puis présentons les méthodes d’estimation les plus couramment utilisé dans ces mo-
deles. La description de cette section est basée en grande partie sur McCullagh et
Nelder (1989) et Diallo (2017).

1.1.1 Présentation

Attribués a l'origine a Nelder et Wedderburn (1972) et exposés de facon complete
par McCullagh et Nelder (1989), les modeles linéaires généralisés constituent une
synthese et une extension remarquables des modéles de régression familiers tels que
les modeéles linéaires. Les modéles linéaires généralisés permettent la modélisation
de variables réponses (ou variables a expliquer) dont la loi appartient a la famille
exponentielle. Ces variables réponses peuvent étre de différents types : binaires (pré-
sence/absence), ordinales (trés mauvais/indifférent/excellent), de comptage (nombre
de sinistres au cours de 'année), ou exponentielles (durée de vie d'une lampe) par
exemple. Les modeles linéaires généralisés occupent une place importante dans la

modélisation statistique, car ils trouvent leur intérét dans de nombreux domaines
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d’application.

Dans la suite de cette section, nous présentons brievement la théorie des mo-
deles linéaires généralisés (structure, estimation, propriétés asymptotiques des esti-
mateurs, qualité d’ajustement, tests et choix entre différents modeles). Les ouvrages
de Dobson et Barnett (2018), McCullagh et Nelder (1989) et de Agresti (2015) pro-
posent une étude plus approfondie sur les modeles linéaires généralisés, leurs mé-
thodes d’estimation et leurs domaines d’application.

1.1.2 Structure des modeles linéaires généralisés

Un modéle linéaire généralisé (GLM) est caractérisé par trois éléments : une com-
posante aléatoire, un prédicteur linéaire et une fonction de lien.

1.1.2.1 Composante aléatoire

La composante aléatoire détermine la distribution de probabilité de la variable
réponse (ou sa distribution conditionnelle sachant les variables explicatives, si des
variables explicatives sont présentes). Dans les modeles linéaires généralisés, on
suppose que cette distribution appartient a une famille exponentielle, voir Nelder
et Wedderburn (1972) pour plus de détails. Ainsi, on suppose que I’échantillon des
observations est constitué de n variables aléatoires Yi,...,Y, indépendantes et que
la densité de Y; (par rapport a la mesure dominante appropriée : mesure de Lebesgue
sur R ou mesure de comptage sur N) est de la forme :

yil; — b(0;)

fyi(yiz 0;,0) = exp{ ()

el d) | .1
ou §; € R est appelé un parametre canonique (ou parameétre naturel) et ¢ € R’
est un parametre de dispersion (ou de nuisance). Les fonctions b et ¢ sont spécifiées
a chaque distribution. De plus, la fonction b(.) est supposée deux fois dérivable de
dérivée premiere inversible, dérivable et d’inverse dérivable. En outre, la fonction
a; s'écrit a;(¢) = wﬂ ou w; est un poids connu associé a l'observation i (différent de
1 lorsque les données ont été groupées). Le tableau 1.1 présente quelques exemples
classiques de distributions qui appartiennent a des familles exponentielles. Nous pré-
cisons les trois fonctions a, b et ¢ ainsi que les parameétres canonique et de dispersion.

Pour simplifier la lecture du tableau, nous omettons I'indice .
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Distribution 0 b(0) o = a(o) c(y, )
B(n,n) log (m/(1 —)) | nlog(1+ ¢”) 1 log (C¥)
P(X) log()\) e? 1 —log(y!)
N(u,o?) o 62 /2 o? — 1| log(2m0?) + g—z
NB(u, k) log (J‘;M) —<log(1—¢€) 1 log(T'((y + 2)) —log (y!'I'(2))
7w, V) —1/n —log(—0) 1/v vlog [yv| —log [yl (v)]

Tableau 1.1 — Exemples de distributions de familles exponentielles.

1.1.2.2 Prédicteur linéaire

Considérons des variables explicatives organisées dans la matrice X = (X, X,,...,X,,)"
(avec X; = (Xi1,...,X;p) pour i = 1,...,n) appelée matrice du plan d’expérience (ou
matrice design) d’ordre n x p o p est le nombre de variables explicatives et (p < n).
Supposons $ € R? un vecteur de p parametres, le prédicteur linéaire, composante
déterministe du modele est le vecteur a n composantes :

n = Xpg.

Il faut noter que cette combinaison linéaire peut inclure des transformations des
variables explicatives initiales (par exemple, X;; = In X;,) ou des interactions (par
exemple, X;5 = X;» x X;3). Le vecteur  est un vecteur de parametres inconnus de

taille p.

1.1.2.3 Fonction de lien

La troisieme composante d’'un modele linéaire généralisé est la fonction de lien.
Elle explicite la relation entre la composante aléatoire et la composante déterministe.
Plus précisément, la fonction de lien spécifie comment I'espérance mathématique de
la variable Y notée E(Y) est liée au prédicteur linéaire construit a partir des variables

explicatives. On obtient
WZZQ(E(YQ)); izla"':”?

ou g est une fonction monotone et différentiable.

La fonction de lien qui permet d’égaler le prédicteur linéaire et le parametre cano-
nique est appelée fonction lien canonique. La fonction lien canonique g = ((%/ 8(9) )
est souvent utilisée et dans ce cas, on a 6; = g(7;). Le tableau 1.2 présente des fonc-
tions de lien canonique associées a quelques lois classiques. Pour plus d’informations,
on peut se référer a McCullagh et Nelder (1989).
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Loi | P(\) | B(n,p) | N(u,0%) | v(wv)
g(x) | log(z) | log (%) x =

Tableau 1.2 — Exemples de fonctions de lien canonique associées a des distributions
classiques.

Dans la section suivante, nous nous intéressons a I'estimation des parametres

d’un modele linéaire généralisé.

1.1.3 Estimation du parametre de régression

L'estimation du parametre de régression 3 consiste a rechercher la valeur B de 3
qui maximise la vraisemblance. Nous débutons notre section par la présentation des
expressions des moments d’ordre un et deux de la variable aléatoire Y.

Considérons une variable a expliquer Y ayant des observations indépendantes
(y1, - - -,yn) provenant d’une distribution ayant une densité de probabilité ou une fonc-
tion de masse pour Y; de la forme (1.1). Soit ¢;(0;, ¢;y;) = log(f(y;; 6, ¢) désigne la
contribution de la i-éme observation y; a la log-vraisemblance.

Pour touti=1,...,n,ona:
yiti — b(0;)
gi 62'7 s Yi = ———+¢ (2 )
(0:, 6, yi) (@) (i, )
3€i(97¢a yi) _ Y0 — b<02) ot 82«@(9, Cb,yi) _ —b(@z)
00, ai() 907 ai(¢)’

o1 b(6;) et b(6;) désignent respectivement la dérivée premiere et la dérivée seconde de
la fonction b par rapport a 6.
Sous certaines conditions de régularités vérifiées par les lois issues de structures

exponentielles, on a les relations suivantes :

oM ) =0 et —E(TGR) < (MG

Alors, on montre que
E(Y;) = b(6;) et var(Y;) = b(6;)a;(¢).

On peut donc remarquer qu’il existe une relation directe entre ’espérance de Y; et

sa variance :

var(Y;) = ai(¢)b(b™ (E(Y;))) = —b(b~" (E(Y7))). (1.2)
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1.1.3.1 Equations de la vraisemblance

Supposons p variables explicatives dont les observations sont rangées dans la ma-
trice de plan d’expérience X, 5 € R? un vecteur de parametres de p parameétres et
le prédicteur linéaire a n composantes n = Xf3. Soit g la fonction de lien telle que:
mi = g(pi) ot p; = E(Y;).

Considérons n observations indépendantes de Y et supposons que 6 dépend de S, la
log-vraisemblance du vecteur des parametres canoniques 6 pour les données obser-
vées s’écrit :

n

G(B) =Y log fi(yi, 0:,0) = > (0, 61 (1.3)

=1 i=1
L'équation du score est donnée donné par :

() _ &-(ﬁ)%@m o
85]‘ 90; Op; On; 8@"

D’autre part,

t:(6) yi — b(6;)

90, —  a(d)
= 1 =1/b(6;) =
Opi /(3@ /o(6:) var(Y;)
g’: depend de la fonction de lien: g(u;) = n;
8771' T
9B, ! ’

On en déduit des équations d’estimation ou équations de la vraisemblance pour les

parametres f; :

- (yi — 1) Opg )
X, R -0, j=1,....p 1.4
,Z ? var(Y;) On; 0, p (1.4)

Les équations (1.4) sont non-linéaires en 5. En effet, elles dépendent de 5 au tra-
vers de yu; et de n;, ¢ = ...,n (nous n’avons pas fait apparaitre explicitement cette
dépendance, afin de conserver des notations simples). De maniére générale, les équa-
tions (1.4) n’admettent pas de solution analytique. Cependant, des méthodes itéra-
tives comme les algorithmes de types Newton-Raphson et de Fisher-scoring sont uti-

lisées pour approcher I'estimateur du maximum de vraisemblance.
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1.1.3.2 Algorithme de Newton-Raphson

L'algorithme de Newton-Raphson résout par itération des équations non linéaires.
Par exemple pour déterminer le point ol une fonction prend son maximum, on se
donne une valeur initiale puis on obtient une seconde valeur en approchant la fonc-
tion & maximiser dans le voisinage de la valeur initiale par un polynéme du second
degré puis en trouvant la valeur maximisant ce polynome. Cela fait appel a la matrice
hessienne, matrice des dérivées secondes de la log-vraisemblance, voir Lange (2004)
pour plus de détails. Puis on réitere le méme procédé en approchant la fonction a
maximiser dans le voisinage de la seconde valeur obtenue et ainsi de suite, jusqu’a ce

qu'un critere de convergence soit satisfait.

Recherchant la solution de I’équation de vraisemblance qui est telle que

o) _ o)
aﬁ 86 BZEn 7

I’'algorithme de Newton-Raphson se présente comme suit :

On commence par approcher la fonction ¢, (/) /9 par son développement de Taylor
al'ordre 1.
Si B®) désigne Papproximation de Bn obtenue a la k-ieme itération de ’algorithme, on
cherche 5%V tel que :

0, (5"V) _ 9a(8Y) | 0°,(8%)

_ (k+1) _ (k)
0 = =55 o5+ apopm O )
On obtient:
0, (8®)\ " 00,(8%)
(k+1) _ (k) _
gty = ( 9505 ) B (1.5)

Partant d’une valeur initiale 5, on réitere la formule (1.5) jusqu’a ce qu'un critére
de convergence soit satisfait (de la stabilité) par exemple, la norme |31 — 3| de
la différence entre deux approximations successives devient plus petite qu'un seuil

e > 0 fixé d’avance).

1.1.3.3 Algorithme des scores de Fisher

L'algorithme des scores de Fisher est aussi une méthode itérative qui permet de
résoudre des équations de vraisemblance (voir Jennrich et Sampson (1976) pour plus
de détails). Sa procédure est proche de celle de 'algorithme de Newton-Raphson,
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la différence provenant de la matrice hessienne. Lalgorithme des scores de Fisher
utilise I'espérance de cette matrice, appelée information espérée, tandis que celui de
Newton-Raphson utilise la matrice méme, aussi appelée information observée.

Soit 3*) 1a k-ieme approximation pour estimateur du maximum de vraisemblance 3

de $3, la procédure de I'algorithme des scores de Fisher se présente comme suit :

(k)] 7t
4 (B) 90, (™)
(k1) _ k) _ 9bnp)
pHl = g E(aﬁaﬁT> 9

ou la matrice d'information de Fisher est évaluée en 5 = 5.
Ainsi, on réitere cette procédure jusqu’a obtenir la stabilité comme dans la procédure
de I’algorithme de Newton-Raphson.

1.1.4 Propriétés asymptotiques

Dans le cadre général des modéles linéaires généralisés, Fahrmeir et Kaufmann
(1985) ont démontré différents résultats dont, en particulier, le théoreme sur la nor-
malité asymptotique de By, solution des équations du maximum de vraisemblance
pour un échantillon de taille n. Ce théoréme repose principalement sur des hypo-
theses concernant les matrices hessiennes et d'information de Fisher.

-

Théoreme 1.1 Sous les conditions émises par Fahrmeir et Kaufmann (1985), la

suite (3,) des estimateurs du maximum de vraisemblance (3, converge en proba-

bilité vers 3 et In(én)m(ﬁn — Bo) converge en loi vers le vecteur gaussien N (0, I,,),

92 . . N
ouZ,(p) = —%;gé@ et By est la vraie valeur inconnue du paramétre.

1.1.5 Qualité d’ajustement, test et choix entre différents mo-
deles

Apres avoir estimé les parametres de la loi choisie, puis étudiées leurs propriétés,
il est fondamental d’étudier la qualité d’ajustement, de vérifier les hypotheses concer-
nant les coefficients du modele. Dans le cas ou il existe plusieurs modeles concurrents,
des critéres permettant de choisir le modeéle le plus approprié sont proposés.
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1.1.5.1 Qualité d’ajustement

La qualité d’ajustement se fait sur la base des différences entre observations et
estimations. Le plus souvent, deux statistiques sont utilisées pour juger 'adéquation

du modéle aux données.

1. La déviance mesure ’écart entre la log-vraisemblance obtenue en [ et celle
obtenue avec un modéle parfait (dit saturé), c’est-a-dire le modele possédant
autant de parametres que de variables. La déviance est donc définie par :

Dev = 2¢ X [fn,sat — Zn},

ou /,, 5. est la log-vraisemblance du modele saturé, c’est-a-dire le modele pos-
sédant autant de parameétres que de variable, 7, est la log-vraisemblance du

modeéle estimé.

2. La statistique de test du Khi-deux de Pearson ou test du ) est également
utilisé pour comparer les valeurs observées y; a leur prévision par le modele. La

statistique du test est définie par :

2 g (?/z_ﬁz)
= )

ou 1 est P'estimateur du maximum de vraisemblance des p = E(Y;/X;) dans le
modele saturé, i =1,...,n.
Le Khi-deux normalisé est égal a x?/¢.

-

Remarque 1.1 Lorsque le modele étudié est exact, ces deux statistiques suivent
approximativement une loi du Khi-deux a n — p degrés de liberté. Dans la pra-
tique ces deux approches conduisent a des résultats peu différents et dans le cas
contraire, c’est une indication de mauvaise approximation de la loi asympto-

tique.

1.1.5.2 Tests

La statistique de Wald et le rapport de vraisemblance sont deux critéres couram-

ment proposés pour aider au choix de modéle.
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1. Test de Wald est un test paramétrique qui permet de tester la non-significativité
des coefficients de regression. En pratique, si nous voulons tester la non-significativité
de la j-iéme variable explicative dans le prédicteur linéaire 3" X,.
Soit I’hypothese nulle H, : 5; = 0 contre H; : 5; # 0. Sous Hy, la statistique de
Wald Bn,j /o; converge en loi vers la loi normale centrée réduite, ou Bw» est la
j-iéme composante de Bn et 8]2- est le j-ieme terme diagonal de In(gn)‘l. Ainsi,
on peut prendre pour région de rejet de H, au niveau asymptotique « :

n-

ol u;_, /2 désigne le quantile d’ordre 1 — «/2 de la loi N(0, 1).

B

~

> ulfa/Z}a

0j

2. Test du rapport de vraisemblance est un test qui permet de faire des com-
paraisons entre deux modeles emboités. Pratiquement, en supposant que l'on
veuille tester la nullité simultanée de ¢ parametres (sans perte de généralité et
pour simplifier les notations, supposons que 1’on souhaite tester la nullité des ¢
premiers coefficients de (3). Alors, le probleme de test peut s’écrire :

Hy @ py=py=...=p,=0contre H, :il existe i € {1,...,q} tel que f; # 0.

Ce test consiste a comparer les vraisemblances (ou log-vraisemblance) sous H,
et sous H, et a accepter H, si elles sont "proches". La statistique de test est

donnée par :

Dn - 2(£n(§n) - gn(@n,Ho))a

ou En(gn, u,) est la log-vraisemblance sous H, (lorsqu’on retire du modele les ¢
premiéres variables explicatives). Lorsque H, est vraie, D, converge en loi vers
un x?(q) lorsque n tend vers l'infini. Ainsi, une région de rejet de Hy, au niveau
asymptotique « est :

RE = {Dn > cq(1— oz)},

ol ¢,(1 — «) désigne le quantile d’ordre 1 — « de la loi de x?*(q).

1.1.6 Choix entre différents modeles

Pour comparer des modeles qui ne sont pas forcément emboités les uns dans les
autres, on utilise les plus souvent les critéres de choix de modeéles tels ’'AIC (Akaike
(1974)) ou le BIC (Schwarz (1978)). Ces criteres peuvent étre utilisés pour réali-
ser une sélection de variables. Supposons que nous avons un modele statistique de
certaines données. Désignons par £,(53,) la valeur maximale de la fonction de log-
vraisemblance du modele.
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— L'AIC (Akaike Information Criterion) pour un modele a p parametres estimés
sur n observations est défini par :

AIC = =2 x 0,(B,) + 2p.

— Le BIC (Bayesian Information Criterion) pour un modele a p parametres estimé
sur n observations est défini par :

BIC = —2 x {,,(53,) + plog(n).

En pratique, on calcule le critere de choix de modele (AIC ou BIC) pour les modeles
concurrents et le modele qui présente le plus faible critere est choisi comme étant le
meilleur.

1.2 Rappels sur la modélisation des données de comp-
tage

La description de cette section est basée en grande partie sur Diallo (2017), Dupuy
(2018) et Ali (2021).

1.2.1 Modeles de régression de Poisson et binomial Négatif

Les modeles de base pour les données de comptage sont les modeles de Poisson et

binomial négatif.

1.2.1.1 Le modele de régression de Poisson

La distribution de Poisson est souvent retenu pour expliquer une variable quan-
titative Y a valeurs entiéres positives (par exemple un nombre d’occurrences d’'un
événement). La probabilité que Y prenne la valeur y; (y; = 0,1,2,---) est donnée par

- exp(—,ui)u?i

ou PP est la probabilité, Y; est une variable de comptage observée (un nombre d’événe-
ments) pour I'individu i et X; est un vecteur de p variables explicatives linéairement

indépendantes observées pour I'individu . On peut aussi montrer que

E(Y = y|X; = 2;) = p; = exp(8'X;),
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ou 8 = (Bo, b1, -+ ,B,)" est un vecteur de parameétres de dimension appropriée p +
1. La forme de la fonction exponentielle assure la non-négativité du parametre de
la moyenne p. La fonction log-vraisemblance du modeéle est donnée par I'équation

suivante :
Ga(B) =D {ViB X, — 7 X —log(Vil)}. (1.6)
=1

Les parameétres sont choisis de fagon & maximiser la valeur de la fonction log-vraisemblance.

Les conditions de premier ordre sont :
Y Xy(Yi—e? X)=0=1,---,p.
=1

Le modele de régression de Poisson est trop restrictif pour les données de comptage,
ce qui a incité les chercheurs a recourir a des modeles alternatifs comme le modele

binomial négatif qui permet la surdispersion.

1.2.1.2 Le modéle de regression binomial négatif

Le modele de régression binomial négatif est le plus souvent utilisé pour modé-
liser les données de comptage surdispersées. Ce modele est une généralisation du
modele de Poisson qui permet de prendre en compte la surdispersion des données
de comptage par I'introduction d’'un paramétre qui mesure le degré de surdispersion.
Dans un modeéle de régression binomial négatif, conditionnellement a X; la probabi-

lité pour que la variable Y; prenne la valeur y; est définie par

P(Y; = yfXo = ) = Lt )Ly
i = Yi| Ay i yz|r(1/a) 14+ oy 1/CY+/M

ou « est un parametre auxiliaire qui mesure le degré de sur-dispersion. Cette distri-
bution a une moyenne conditionnelle égale a j; et une variance conditionnelle égale
a (1 + ap;). On peut aussi remarquer que E(Y;|X; = z;) < var(Y;|X; = z;) car a > 0.

La loi binomiale négative tend vers la loi de Poisson lorsque « tend vers zéro.

Dans la section suivante, nous présentons la notion d’exces de zéros ou d’inflation
de zéros et nous expliquons en quoi les modeles de comptages classiques (tels que les
modeles de Poisson, binomial, binomial négatif) ne sont pas adaptés a cette situation.
Les modeles a inflation de zéros en particuliers les modéles de régression a inflation
de zéros (ZIP) et binomial (ZIB) qui permettent de répondre plus efficacement aux
problémes posés par I'exces de zéros sont décrits en détail dans la section suivante.
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1.3 Modeles de régression a inflation de zéros

1.3.1 Introduction

Dans cette section , nous nous intéressons a une cause particuliere de sur-dispersion,
appelée inflation de zéros. Ce phénomeéne que nous définissons plus précisément dans
la suite, intervient lorsque 'on observe un nombre "excessif" de zeros dans des don-
nées de comptage. Il existe plusieurs modélisations possibles de ce type de données.
Nous nous intéressons ici a une classe particuliere de modeles, dits "modeles a in-
flation de zéros", qui se présentent comme des mélanges entre une masse de Dirac
en zero et un modele classique de comptage (typiquement, un modele de Poisson, ou

Poisson genéralisé, ou binomial, etc - - -).

1.3.2 Le modele de regression ZIP
1.3.2.1 Définition

Soit Z une variable de comptage sur un échantillon de n individus. On note Z;
Iobservation de Z sur un individu :. La probabilité pour que I’ individu 7 soit dans le
groupe des zéros est notée 7;. La variable Z; est modélisée par un ZIP lorsque

w;+ (1 —wje ™™ 81 2z =0,
P(Z; = 2|Xi, W) = ( o—Hi >Zi . (1.7)
(1 — w;)— sioz=1,2---
ol w; et ; sont fonctions respectivement des vecteurs de covariables W; = (Wy, -+, W;,)"

et X; = (Xi1, -+, X;y)". Dans la régression ZIP, la probabilité de mélange w; et le pa-
rametre y; sont généralement modélisés par des modeles logistiques et log-linéaires

respectivement, c’est-a-dire :

ou 3= (B, ,B,) ety = (v, - ,7) sontdes vecteurs de parametres inconnus.
On peut synthétiser le modele sous la forme suivante :

Zi ~ widg + (1 — w;) P (1s)
Vi=1,---,n,< logit(w;) =" W; (1.9)
log(s;) = BTX;

Conditionnellement a X; et W,, 'espérence et la variance de Z; sont données par :

E(Z|X;, W;) = (1 —w;)p; et var(Z|X;, W;) = (1 4 wipts) (1 — wi) .
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1.3.2.2 Estimation dans le modeéele ZIP

Dans la littérature, plusieurs auteurs ont proposé des méthodes d’estimation dans
un contexte de régression de Poisson avec inflation de zéros. En regle générale, 1’es-
timation du maximum de vraisemblance est utilisée pour estimer de tels modeles,
voir Lambert (1992) et Czado et al. (2007) pour plus de détails. Cependant, il est bien
connu que 'EMV est trés sensible a la présence de valeurs aberrantes et peut deve-
nir instable lorsque les composantes du mélange sont mal spécifiées. Pour pallier a
ce probleme, Hall et Shen (2010) ont suggéré une nouvelle procédure d’estimation du
modele (1.7) dite "robust expectation-solution (RES) estimation" ou tout simplement
I’algorithme ES (expectation-solution). Cet algorithme est une modification de I’algo-
rithme expectation-maximization (EM), voir Dempster et al. (1977) avec la propriété
de robustesse. Dans cette partie, nous discutons briévement de cet algorithme ES et
des propriétés asymptotiques de I'estimateur sous certaines conditions. Nous consi-
dérons également que tous les individus n’ont pas forcément la méme probabilité w
d’appartenir au groupe des zéros.

Supposons que nous observons n vecteurs indépendants (Z;, X1, Wy), -+, (Z,, X, W,,)
a partir des modeles (1.7)-(1.8), tous définis sur I'espace de probabilité (Q2,C,P). Sur
la base de ces observations, la log-vraisemblance de § = (37,7")" est égale a

n

,(0) = Z {Ji log [e”Twi + exp(—eﬁTXi)}

i=1

+(1- ) | 287X — %~ 10g(Z:))| —log(1 4+ ¢ |

ouJ; = lyz,—o}.

En particulier, supposons que I'on observe la variable indicatrice s telle que S; = 1
si z; provient de I’ensemble des zéros (distribution dégénérée) et S; = 0 si z; résulte
du zéro aléatoire (distribution non dégénérée). Alors la log-vraisemblance pour les
données completes (z;.5) est donnée par

0(2,8;:0) = zn: { [SﬂTWi — log <1 + e”TWiﬂ

=1

+(1-8) [287X — "X~ log(2)) |}
— Z’71,1(7) + gn,?(ﬁ)a

o S = (S, -,S,)".
Cette log-vraisemblance n’est pas calculable, puisque les S;,7 = 1,--- ,n ne sont pas
observés. Avec 'algorithme EM (voir Dempster et al. (1977) pour plus de détails), la

log-vraisemblance est maximisée de maniere itérative en commencant par une va-
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leur initiale (5, ,7, )" et en alternant les étapes suivantes :

Etape E : estimer la variable S; par son espérance conditionnelle SZ-(T) sous les esti-
mations courantes des parametres 3" et 4.

Etape M : trouver 31 et v"t1) en maximisant respectivement les fonctions /,, ; (7)+

(,,2(5). Hall et Shen (2010) ont montré que maximiser ces deux fonctions revient

a résoudre respectivement les deux équations suivantes

1 n
- > {8 —wipw; =o. (1.10)
i=1

! (1 - Sz - XX = 0. (1.11)
n

=1

Dans 'approche RES, Hall et Shen (2010) proposent de remplacer les équations
(1.10) et (1.11) par des fonctions d’estimation robustes. Sous des conditions de régu-
larité de Rosen et al. (2000) liées a 'algorithme ES et de Carroll et al. (2006), Hall et
Shen (2010) ont montré le résultat suivant qui généralise le celui Czado et al. (2007).

-

Théoreme 1.2 Si l'algorithme RES converge, alors il existe une suite de va-

riables aléatoires 0, telle que :

1.6, L 0y quand n — oo (consistance),

2. (b, — 60) 2 N(0,V(6y)) quand n — oo (normalité asymptotique),

ou l'expression V(f,) de la variance asymptotique est donnée dans Hall et Shen
(2010). Des extensions de modele ZIP ont été étudiés. Citons entre autres Lam et al.
(2007) , He et al. (2010), Nguyen et Dupuy (2019) ont étendu ce modele ZIP respec-
tivement dans le cadre semi-paramétrique, doublement semiparamétrique et dans le
cas des données censurées. Ces auteurs ont établi les résultats de consistance et de
normalité asymptotique des estimateurs proposés.
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1.3.3 Le modele de régression ZINB

Pour une variable réponse Z;,i = 1,--- .n, on dira que Z; est modélisée par un
ZINB si sa distribution est donnée par :

wﬁ—(l—wz)( L >O‘ si ZZ'ZO,

I4ap;

2z 1/a
Lzitl/a) [ _ops 1 ; —
(1 B wi) I(1/a)z;! (1+g,ui> <1+04/M> stz =12,

avec

ou « est un parametre de surdispersion et w; représente la probabilité d’inflation de
zéros. Comme pour les modeles de Poisson et Binomial Négatif, le modele ZINB tend

vers le modele ZIP lorsque « tend vers zéro.

L'étude des propriétés asymptotiques dans le modele ZINB peut se faire de ma-
niere similaire a celle effectuée précédemment dans le modele ZIP. Le lecteur est
renvoyé a Hilbe (2007), Czado et al. (2007) et Mwalili et al. (2008) pour plus de dé-
tails.

1.3.4 Le modele de regression ZIB

Le modele de régression Binomial a inflation de zéros (ZIB) a été utilisé en premier
par Kemp et Kemp (1988), mais ce n’est que vers les années 2000 que Hall (2000)
et Vieira et al. (2000) 'ont introduit de maniere beaucoup plus claire et ont donné
quelques applications détaillées dans le cadre de données réelles. En considérant les
mémes notations que Hall (2000), le modele ZIB se défini comme suit :

Y, ~ 0 avec une probab%l%teiz Dis (1.13)
B(n;,m;) avec une probabilité 1 — p;,,
ce qui implique
Y, ~ 0 avec une probab?l?t{l pi+ (1 —.pz‘)(.l — )", (1.14)
k avec une probabilité (1 — p;)(})m (1 —m)"F k=1,2,--+ n
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avec E(Y;) = (1 — p;)n;m; et var(Y;) = (1 — p;)n;m; (1 — m;(1 — p;n;)). La vraisemblance du
modele ZIB peut s’écrire de la maniere suivante :

n Ji 1-J;
v n; . s — s
L3,y =1 (pz'(l —pi)(1 - Wi)n’) -<(1 — i) (y,)ﬂfl(l — )" yl) (1.15)
i=1 ¢
ou Jz = 1{Zi:0}'
Les parametres p = (p1,--- ,p,) et m = (71, -+ , 7,) sont respectivement modélisés via
une fonction de lien logit,

logit(p) = B'W et logit(n) = 7' X, (1.16)

ou W € R?et X € R’ sont les vecteurs de covariables, n est le nombre d’individus, p et
q sont respectivement le nombre de covariables dans le modéle de régression binomial
et le nombre de covariables dans la partie inflation de zéros, v € R? et 3 € R’ sont les
parametres de régression. La log-vraisemblance du modele basée sur les observations
(Y;, X;,W;),i=1,---  n, est donnée par

ta(0) = Zn: {Jz' log (e”TWZ' +(1+ eBTXi)*mZ’) ~log (1 + eWTWi)

=1

+(1= ) [ViA X = milog (147 )|

Les estimations des parametres de ~ et 5 peuvent étre déterminées via la méthode
du maximum de vraisemblance ou via ’algorithme EM comme décrit dans le modele

ZIP précédemment.

1.4 Données manquantes

1.4.1 Introduction

Dans les ensembles de données réelles, il est assez courant d’avoir des observa-
tions avec des valeurs manquantes pour une ou plusieurs caractéristiques d’entrée.
Ces absences d’observations compliquent ’analyse de ces données. Les données man-
quantes apparaissent dans divers contextes, notamment dans les enquétes, les es-
sais cliniques et les études épidémiologiques. Avec ou sans données manquantes, le
but d’'une analyse statistique est de faire des inférences valides et efficaces sur une
population d’intérét. La question des valeurs manquantes complique ce processus.
Ainsi, nous allons d’abord décrire les mécanismes de données manquantes et ensuite
présenter quelques méthodes de traitement de ces données. La description de cette
section est basée en grande partie sur Little et Rubin (1987), Tsiatis (2006) et Héraud
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(2012).

1.4.2 Mécanismes des données manquantes

En statistique, on parle de données manquante lorsqu’on n’a pas d’observations
sur une variable donnée pour un individu. Pour une analyse efficiente des jeux de
données, Little et Rubin (1987) recommandent d’identifier le mécanisme qui induit
Iobservation ou I’absence de la donnée. Le mécanisme qui induit 'observation ou
I’absence de la donnée est souvent appelé mécanisme de données manquantes. Rubin
(1976) et Rubin (2004) ont introduit une classification statistique des données man-
quantes permettant de différencier trois types de données manquantes. Considérons
) une variable qui indique si la variable Z est observée ou non. § prend la valeur 1 si
la variable Z est observée et 0 sinon. Notons par Z?* 'ensemble des données obser-
vées et par Z™* celui des données manquantes. Soit ¢ le parametre du modeéle des
données manquantes. L'expression générale du modele des données manquantes est

alors
IP)(5|Zobs7 Zmis7 ¢)

e Les données Z sont manquantes completement au hasard (MCAR, pour Missing

Completely At Random) si
P(6 =127, 2™, ¢) = P(6 = 1|¢)

ce qui signifie que la probabilité d’observé Z ne dépend pas des données Z =
(Z°b, Z™5) mais dépend uniquement de certains parameétres ¢. Ce qui suggere
que les causes des données manquantes ne sont pas liées aux données.

e Les données Z sont Manquantes au hasard (MAR, pour Missing At Random) si
P((S — 1|Z0b8’ Zmis7 ¢) — ]P)((S — 1|ZObs7 ¢)

ce qui signifie que la probabilité que la variable Z ne soit pas observée dépend
de I'information observée, y compris des facteurs de conception.

e Les données Z sont manquantes non au hasard (MNAR, pour Missing Non At Ran-
dom) si
P(§ = 1|2°, 2™ ¢) ne se simplifie pas

ce qui signifie que la probabilité que la variable Z ne soit pas observée dépend
aussi de 'information non observée ou bien des variables qui n’auraient pas été

collecté.
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1.4.3 Méthodes classiques de traitement des données manquantes

La littérature présente diverses méthodes de traitement des données manquantes.
Nous présentons dans la suite de la section trois des méthodes les plus populaires.

Analyse des cas-complets

L'analyse des cas-complets est une méthode simple d’analyse de données man-
quantes. Cette méthode consiste a restreindre 'analyse aux individus pour lesquels
toutes les variables sont entierement renseignées. Dans le traitement des données
mangquantes, les logiciels statistiques 'appliquent par défaut. Certes, cette méthode
est facile a appliquer mais peut conduire a d'importants biais dans les estimations.

Imputation Multiple

L'imputation multiple a été présentée officiellement par Rubin (1978). Le concept
d’imputation multiple consiste a remplacer chaque valeur manquante par une va-
leur générée suivant un modele d’imputation. L'imputation est répétée M fois, ce
qui permet d’avoir M ensembles de données complétes. L'objectif est de combiner la
simplicité des stratégies d'imputation, avec 'absence de biais dans les estimations
ponctuelles et les mesures de précision. Les références bibliographiques pour cette
méthode sont les livres de Little et Rubin (1987), Little et Rubin (2002). Plusieurs
autres sources, telles que Rubin et Schenker (1986), Tanner et Wong (1987) et les
ouvrages Schafer (1997) et van Buuren (2012), donnent d’excellentes descriptions de

cette technique.

Procédure générale
La procédure d'imputation multiple peut étre résumée en trois étapes principales.

Etape 1 : M ensembles complets de données sont générés en remplacant les valeurs
manquantes par des valeurs plausibles qui sont tirées suivant une distribution

spécifique.

Etape 2 : On applique la méthode qui aurait été utilisée si les données avaient été
complétes sur de chacun des m (m = 1,..., M) ensembles imputés pour obtenir
M estimations du parametre.

Etape 3 : Les M estimations du parametre sont combinées en une seule estimation.

La figure 1.1 ci-dessous illustre ces trois étapes :
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Figure 1.1 — Schéma d’une imputation multiple.

Regle de Rubin
Soit 5 le parametre inconnu a estimer. En supposant que la procédure générale de
Rubin est appliquée comme décrit précédemment, on obtient M estimations B\m de

(. Lestimation finale du parametre [ est la moyenne arithmétique des Em (m =

~ M
1,..., M) définie par 3;; = & > B
m=1

Pour calculer la matrice de covariance de I'estimateur /5, on utilise les matrices
de covariances "intra-imputation' notées V"' et "inter-imputation" notées V"' dé-
finies de facon intuitive par Rubin :

M

—yintre — % > V,, est une mesure classique de la variabilité car nous prenons un
m=1
échantillon plutét que la population,

. M e —~ ~ —~ T
— e = L% (ﬁm - 06%) (5m — B}h) mesure la variabilité due au fait que 'on
m=1
impute des échantillons aléatoirement.
La matrice de covariance de 3;4 est donnée par

A 1\
vV yintra (1 > yinter '

Pondération par I'inverse de la probabilité de sélection

La méthode d’estimation par pondération par l'inverse de la probabilité de sé-
lection (IPW, pour "Inverse Probability Weighting") est une méthode couramment
utilisée pour analyser les données manquantes. Cette méthode a été introduite par
Horvitz et Thompson (1952), elle consiste a corriger les données manquantes en don-
nant un poids supplémentaire aux sujets dont les données sont entierement obser-
vées. Plus précisément, en désignant par 7 I’estimation de la probabilité d’observer
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un cas complet P(6 = 1|0), la méthode IPW consiste a pondérer les cas complets par
I'inverse de 7 ou O est un vecteur qui contient 'ensemble des variables entiérement
observées. Pour plus de détails sur la méthode voir Rubin (2002).
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Résumé

portant sur I'utilisation des services de santé

Les données sur la demande de soins médicaux sont généralement mesurées au

moyen d’un certain nombre de comptes différents. Ces données de comptage sont le

plus souvent corrélées et sujettes a de fortes proportions de zéros. Cependant, l’excés

de zéros et la dépendance entre ces données peuvent affecter conjointement plusieurs

de ces mesures d’utilisation. Dans ce chapitre, le modele de régression de Poisson bi-

varié a inflation de zéros (ZIBP) est utilisé pour analyser les données d’utilisation

des services de santé. Tout d’abord, nous étudions sur le plan théorique les propriétés

asymptotiques de lUestimateur du maximum de vraisemblance (EMV) de ce modele.

Ensuite, une étude de simulation est réalisée pour évaluer le comportement de [’es-

timateur dans des échantillons finis. Enfin, une application du modele ZIBP a des

données de demandes de soins médicaux est fournie a titre d’illustration.
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2.1 Introduction

Les modeles de comptage bivariées sont utilisés dans les situations ou deux va-
riables de comptage dépendantes sont corrélées et doivent étre modélisées conjoin-
tement. Les données bivariées sont observées dans de nombreux domaines, notam-
ment le marketing (nombre d’achats de différents produits), la recherche médicale
(nombre de crises d’épilepsie avant et apres traitement), 'épidémiologie (incidence
de différentes maladies dans une série de districts), ’'analyse des accidents (nombre
d’accidents sur un site avant et apres modification des infrastructures), I’économétrie
(nombre de changements d’emploi volontaires et involontaires), le sport (nombre de
buts marqués par chacune des deux équipes adverses au football), pour n’en citer que
quelques-uns. Dans la plupart des cas, les données bivariées sont modélisées par des
modeles de Poisson bivariés.

Cependant, dans de nombreuses applications, les données de comptage contiennent
un exces de zéros, c’est-a-dire un nombre de zéros qui ne peut étre expliqué par les
modeles standard. Un grand nombre d’outils statistiques ont été développés pour ré-
soudre ce probleme, tels que les modéles de régression a inflation de zéros (ZI). Ces
modeles tiennent compte de ’exces de zéros dans les données de comptage en mélan-
geant une masse de Dirac en zéro avec un modele de régression de comptage standard
(Poisson, binomiale ou binomiale négative, lorsque la variable réponse est univariée
et Poisson bivariée, binomiale négative bivariée, lorsque la variable réponse est bi-
variée, etc.). Plusieurs travaux ont été réalisés sur les modeles de régression univa-
riés a inflation de zéros, tels que Lambert (1992), Lim et al. (2014), Monod (2014)
et Ali (2022) pour le modele de régression ZIP (Zero-inflated Poisson); Ridout et al.
(2001), Moghimbeigi et al. (2008), Mwalili et al. (2008) et Garay et al. (2011) pour le
modele ZINB (Zero-inflated negative binomial), puis Hall (2000), Hall et Berenhaut
(2002), Diallo et al. (2017) et Diallo et al. (2019) pour le modele de régression ZIB
(Zero-inflated binomial). Mais les modeles ZIP, ZIB et ZINB ne sont pas adaptés aux

réponses bivariées. Ainsi, plusieurs modeles ont été proposés pour les données biva-
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riées de comptage avec inflation de zéros. Par exemple, pour les modeles binomiaux
négatifs bivariés a inflation de zéros, voir Wang et al. (2003), Faroughi et Ismail
(2017), puis pour les modeles de Poisson bivariés a inflation de zéros, on peut se réfé-
rer a Karlis et Ntzoufras (2003), AlMuhayfith et al. (2016), Yang et al. (2016), entre
autres. Dans ce chapitre, nous considérons le modele de régression de Poisson bivarié
avec inflation de zéros. Ce modele permet d’analyser conjointement deux variables
de comptage corrélées et de prendre en compte le grand nombre d’observations (0, 0)
dans la série de données. Depuis son introduction par Li et al. (1999), le modele ZIBP
(Zero-inflated bivariate Poisson) a été appliqué dans des contextes variés tels que le
marketing, ’épidémiologie, I'analyse des accidents, la recherche médicale, le sport,
I’économétrie, etc. D’ou la nécessité de considérer I'estimation dans le modele ZIBP.
Ce travail est également motivé par des données issues de ’économie de la santé. En
économétrie de la santé, on examine le plus souvent des données sur l'utilisation des
services de santé. Deb et Trivedi (1997) ont analysé les données d’utilisation des ser-
vices de santé pour les personnes dgées de 65 ans et plus. Ces données proviennent de
la National Medical Expenditure Survey (NMES) menée en 1987 et 1988. Ce jeu de
données est connu sous le nom de NMES1988. Ces données contiennent des mesures
de 'utilisation des services de santé telles que le nombre de visites a un professionnel
de santé non-médecin (tel qu'un opticien, un physiothérapeute, ...) en cabinet médi-
cal, le nombre de consultations externes dun professionnel de santé non-médecin.
Les proportions de zéros sont élevées dans ces mesures d’utilisation des services de
santé. Cela signifie qu’au cours de la période étudiée, ces services de santé correspon-
dants n’ont pas été utilisés par un grand nombre de personnes. De plus, selon Gurmu
et Elder (2000) et Wang (2003), les mesures d’utilisation des services de santé sont
dépendantes. Par conséquent, une analyse univariée de ces données ne serait pas
appropriée. Pour résoudre ce probleme, Diallo ef al. (2018) ont proposé le modele de
régression ZIM (Zero-inflated multinomial) et 'ont appliqué aux données de I'enquéte
NMES1988. Cependant, le modele de régression ZIM est restrictif, il ne convient que
pour les composantes bornées. Ainsi, dans ce travail nous nous intéressons au mo-
dele ZIBP, qui prend en compte tous les individus de la population et tient compte
de la corrélation entre les données de demande de soins étudiées. Dans un premier
temps, nous nous intéressons aux propriétés asymptotiques du modele ZIBP. Deuxie-
mement, une application du modele ZIBP a permis d’évaluer la demande de soins
médicaux et d’identifier les principaux déterminants du renoncement a certains soins
médicaux.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2.2, nous présentons le mo-
dele ZIBP et décrivons l'estimateur du maximum de vraisemblance. Dans la sec-

tion 2.3, nous donnons d’abord quelques notations utiles, puis nous indiquons cer-
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taines conditions de régularité et enfin nous établissons la consistance et la normalité
asymptotique de TEMYV dans la régression ZIBP. La section 2.4 présente les résultats
d’'une étude de simulations. La section 2.5 décrit une application du modele ZIBP a
analyse des soins de santé utilisés par les personnes agées aux Etats-Unis. Pour

conclure, une discussion et quelques perspectives sont fournies dans la section 2.6.

2.2 Le modeéle de régression de Poisson bivarié a in-

flation de zéros

Le modele de Poisson bivarié a été proposé par Holgate (1964) et présenté par
Johnson et Kotz (1969). Ce modele est utilisé pour la modélisation de variables de
comptage corrélées.

Considérons ’espace de probabilité (€2, C,P). Un vecteur aléatoire de Poisson bivarié
(Y1,Y5) peut étre construit a partir de trois variables aléatoires de Poisson indépen-
dantes

Zy ~P(N), Zy~P(r) et U~Pu).

En posant :
Yi=7Z,4+U et Yo=2,+U.

Les variables marginales Y; et Y, (lois marginales) sont des lois de Poisson
Yi ~ P(A + p) et Yo ~ P(X\y + ). La loi du vecteur de Poisson bivarié (Y7,Y3) est
déterminée par les probabilités P(Y; = y1, Y = y2), pour y;,y2 € N.
Notons y; A y2 := min(y;,y2). On a :

PY) =y, Yo=1) = P(Z1+U=uy1,Z,+U = 1)

Y1/A\Y2

= ZP(U:s,leyl—S,Zzz?h—S)
s=0

Y1/\y2
= Y PU=5)P(Z1 =y — s)P(Za =y — 5)
s=0

—p—A1—

= ¢ A2 0(y1, )

Y1AY2 o YIS A\Y2—s
1 2

| =

P = 2 = e — )

En utilisant 'indépendance de 7, Z, et U, on a cov(Y;,Y3) = cov(Z, + U, Zy, + U) =
var(U) = p. Par conséquent, p est une mesure de la dépendance entre Y; et V5.
Lorsque p = 0, la distribution de Poisson bivarié se réduit au produit de deux dis-
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tributions de Poisson indépendantes (appelée distribution de double-Poisson).

Il est bien connu que les distributions de Poisson univariées ne sont pas appro-
priées pour modéliser les données de comptages qui ont un exces de zéros. Dans ce
cas, on propose le plus souvent des modeles de régression a inflation de zéros, voir
Lambert (1992). Il en va de méme pour le cas bivarié lorsque les données contiennent
une forte proportion de couples (0,0). Le modele de Poisson bivarié a inflation de zé-
ros a été introduit par Li et al. (1999). Depuis, ce modele a été utilisé, entre autres
par Wang et al. (2003) pour analyser deux types d’accidents du travail, par Bermi-
dez (2009) dans le domaine de I'assurance automobile et par Yang et al. (2016) pour
modéliser des données bivariées en économie de la santé. Selon Li et al. (1999), un
modele ZIBP est un mélange d’une distribution de Poisson bivariée et d'une masse
ponctuelle en (0,0). Ainsi, le modele ZIBP est spécifié par la fonction de probabilité
définie par :

T+ (1 - 7T) exp(_lu - )‘1 - )‘Q)a (yla y2) = (Oa 0)
fziep(y1, Y23, A1, Aoy ) = (2.1)

(1 —=m)exp(—p — A1 — X2)p(y1,¥2), (y1,92) # (0,0),

ou 0 < m < 1. Lorsque des covariables sont présentes, le modéle (2.1) peut étre
étendu a un modele de régression. A cette fin, pour chaque i = 1, ...,n, on considére
respectivement W, = (W, ... W;,)" et X; = (X;,...,X;,)" des vecteurs aléatoires
de covariables ou W;; = X;; = 1. La probabilité de mélange 7; est généralement
modélisée par une régression logistique, a savoir :

et les parametres de Poisson \;;, \y; et y; sont modélisés par :

log(Aii) = 6, X, log(hai) = B, X;, et log(u) =7 (2.3)

ouvy € R, 5,5, € RP et n € R sont des parametres de régression inconnus et
le symbole T désigne 'opérateur de transposition. On pourrait également modéliser
u en fonction des covariables, par exemple par log(i) = 34 X;. Cette généralisation
n’a aucun intérét théorique (elle rend seulement les calculs plus "pénibles"), nous
pensons également qu’en termes d’interprétation, il est plus pertinent d’avoir une
covariance "fixe".

Soit 0 = (47,5 ,85,n)" le vecteur de dimension k (k = 2p + ¢ + 1) des parametres
du modele ZIBP (2.1)-(2.2)-(2.3). La vraisemblance de # basée sur un échantillon de n
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observations indépendantes (Y;;, Y2, X;, W;), i = 1,...,n, est donnée par :

n

H {( (1 =) fep(0,0, A, Ao, ))‘“ X ((1 — 7)) fp (Y14, Yai, Aus, )\21‘7/1))1_%},

=1

n '7 Wz + e (€n+eﬁirxi+eﬁgxi) a; 1
E < 1 + G’YTWi ) (1 + @'YTW@' X

Yli/\YQi s Tx_ Yy — TX' Yoi—s 1—as
6—(6n+eﬂixi+eﬂgxi) x (677) (eﬂl 7«) 1i—S (eﬁg z) 2i ) %
Y

—~ sl (Yiy—s)! (Yo —s)!
ol a; := 1(y;;=0,v2,—0)- D’o1, la log-vraisemblance ¢/, (#) = log (L,()) est donnée par

n

M”(Q) ) {al log ev o + hi (9)) - (1 - ai)(G” + e*BITXi + eﬁ;Xi>

i=1
Y1iNYo;

+(1 — a;) log ( > (e (P Ty (e Xi)y%_s) —log(1 + eVTWi)},

5=0 sl (y — ) (y2 — 9)!
0,(0) = Y _4(0),

=1

T T
ot h(9) = e+ X
1 .

Lestimateur du Maximum de Vraisemblance (EMV) 6, = "', B BT, ﬁ)T de 6 est la
solution de ’équation du score de dimension &

1 00l,(

1 L
U, (0) = — 7 ae \/‘Z ﬁ;a(e)—o. (2.4)

Les composantes du vecteur gradient sont de la forme suivante

0:(6) oW, W
-\ Tw, - TW. I/‘/Z]a
I el Vi hi(0) 14e%

Y1iAY2;
86(«9) €ﬁ1T’ZXih-(¢9) - Z (}/11 - S)gi(S, 9)
o = —ai ey — (1= a)ee 4 (1 - a;) == Xy,
0B e Wi 4 1y (0) o

S;O gi(s, 9)
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Y1iAYo;
2,¢Xi Yai — $)gi(s, 0
an(0) _ (_ I IO ) (1 ay) L (Vi = 5)9i(s,0) .
0Ba LerTWi 4 hz<9) ! ! Y1,/Y2; te
’ i 5,9
SZ:IO 9i(s,0)
et
5 sgi(5,0)
59i(s,0
3&(9) _ _aiLi(e) o (1 . ai>€n + (1 _ ai) s=0
on e Wi 4 h,(0) Yliyzig'(s ) ’
= i\°)
avec

n\s BIXz Yi,—s ﬁ;xz Yo;—s
gi(s,ﬁ):(e) W Gl W Gl
s! (Yy; — s)! (Ya; — s)!

pourtouti=1,...,n,7=1,...,qet{=1,...,p. En outre, 'équation d’estimation (2.4)

peut étre résolue par un algorithme de type Newton-Raphson.
Dans la section suivante, nous établissons la consistance et la normalité asympto-
tique de 0.

2.3 Propriétés asymptotiques de PEMV

Dans cette section, nous donnons d’abord quelques notations supplémentaires que
nous utilisons dans la suite de ce chapitre. Ensuite, nous énongons certaines condi-
tions de régularité. Enfin, nous présentons les propriétés asymptotiques de I’estima-
teur @L de 6.

2.3.1 Notations et hypotheéses de régularité
Pour chaque i = 1,...,n, posons

e’YTwi e’VTwi

a; - )
eV Wit hi(0) 14 e Wi

Ai(g) =

Y1iAY2;
> (Yii—5)gi(s,0)

B Xip .
(& hz(e) . (1 . ai)eﬁjxi + (1 o ai) s=0

e Wi + h; (9)

Bl,i(‘g) = —Q;

Y1iAY2; !

;O gi(s,0)
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S W — 9)gi(5.0)
Yo, — 8)g;(s,0
53K, (6) e
' . € i . o\ WB X _ ) 5=0
Bsyi(0) al—eVTwi—i—hi( A (1= a)e™ ™ + (1= a;) ==~ ;
Z—:() gz<870>
et
S (s, 0)
59i(s,0
e”hl(e) 5=0
R T B R T T
ZO gi(S,Q)

Maintenant, nous énoncons les hypotheses de régularité sous lesquelles nous éta-

blissons les propriétés asymptotiques de I'estimateur du maximum de vraisemblance

~

0,

(A1) La vraie valeur du parametre 0, := (79, 3/, 520.70) " se trouve a l'intérieur d’'un
certain ensemble compact connu © C R*.

(A2) E [(!@(9)) (éi(e))T] est définie positive dans un voisinage de 6.

(A3) Dans un voisinage de 0, les dérivées premiére et seconde de U, (¢) par rapport a
6 sont uniformément bornées supérieurement par une fonction de (Y3, Y5, X, W),

dont les espérances existent.

(A4) Pour chaquei=1,...,n,E [3%(6)} est fini et est défini négatif dans un voisinage

90007
de 6. De plus, —\/iﬁ aggg) converge vers une matrice définie positive () lorsque

n tend vers I'infini.

Les hypotheses (A1) - (A4) sont classiques dans les modeles de régression a infla-
tion de zéros (cf. Lukusa et al. (2016), Diallo et al. (2018), Lee et al. (2020)).
Dans ce qui suit, 'espace R* des vecteurs colonnes de dimension k& sera muni de la
norme euclidienne || - ||, et 'espace des matrices réelles (k x k) sera muni de la norme
|| All]2 :== maz|z),=1]|Az|2 (pour simplifier les notations, nous utiliserons || - | pour les
deux normes).

Apres avoir donné les hypothéses de régularité, nous sommes maintenant en me-
sure d’énoncer nos résultats.
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2.3.2 Résultats asymptotiques pour ’TEMV

Théoreme 2.1 Supposons que les hypothéses (A1) a (A4) sont vérifiées. Alors

lorsque n tend vers l'infini, 0, converge en probabilité vers 0.

Preuve du théoréme 2.1. Pour justifier la consistance de 6,,, on vérifie les conditions
du théoreme de la fonction inverse de Foutz (1977). Ces conditions sont prouvées dans
une série de lemmes techniques.

D’abord, montrons que 9¢/,(8) /09" existe et est continue dans un voisinage ouvert
de 60.

Pour justifier cela, on peut remarquer que ¢/, (0) est deux fois différentiable par

9204,,(0)

5800 existe et est continue

rapport a f et ses dérivées secondes sont continues. Donc

dans un voisinage ouvert de 6,.

La condition 1 est donc vérifiée. [ |

711% converge en probabilité vers 0 lorsque

Ensuite, montrons que 1¢/,(6,) =

n tend vers I'infini. Pour justifier cela, on note

—ee = ( ZWZIA fo). ZW,qA fo). ZXMBMGO ZXWBMHO
_ZXMBZZ 90 ZszBQz 90 ZC 90 ) .

=1

Puisque le vecteur de score est centré, il s’ensuit que var [WMAi (00)] =E [WZ%Af (00)] :

De plus, pour chaque i =1,...,n, E[ — 6;53%@] = E[(@(@O)(éi(eo))T].

Ainsi, par (A2), il s’ensuit que var(W;,4;(6)) < oc.

Par conséquent, par la loi faible des grands nombres, nous avons %ZWMAZ- (0o) converge
=1
en probabilité vers 0 lorsque n — oo, pour tout ¢ =1, ..., q.

Par des arguments similaires, nous montrons que pour tout j = 1,...,p, t € {1,2},

L ZXU By i(6p) et - ZC (0o) converge en probabilité vers 0, lorsque n tend vers l'infini.
1—1 l—l
Ainsi, nous pouvons conclure que %eén(eo) converge en probabilité vers 0; 1), lorsque
n tend vers I'infini.

La condition 2 est donc vérifiée. [ |
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19200,(0)
n 00007

vers la fonction >(0) dans un voisinage ouvert de 6.

Troisiemement, montrons que — converge uniformément en probabilité

Pour le vérifier, prenons Vgo comme un voisinage ouvert de 0, et prenons 0 € V.
Soit H; ;¢ (Y1,Y2, X;, W;,0) = — %9, a(e) pour j, ¢ € {1,...2p+q+ 1}.
Par ’hypothése (A3), il existe une fonction N;(.) telle que pour 6,6 € V,,,i € {1,...,n},

on a
‘Hi,(j,ﬁ)(}/lia Yéiaxi7wi7 0) - Hi,(jf)(}/li) %i,xivwia 5)‘ S NZ(}/lza Yézaxzawl)||0 - 5”7

aussi nous avons %Zn: E[N; (Y1, Y2, Xi, W;)] = O(1). De plus, par I’hypothése (A4), —lzae i

converge en probablhte vers Y, (0) lorsque n tend vers l'infini, ou X; (0) des1gne
le (j,¢)-iéme élément de >(0), pour 5,/ € {1,...,2p + ¢+ 1}. Par conséquent, en utili-
sant le corrolaire 3.1 de Newey (1991) sous les hypotheses (Al) - (A4), il s’ensuit que

920, (0 : . g . o o
Z aea(ﬁ converge uniformément en probabilité vers une matrice définie positive

2(0) sur Voo -
La condition 3 est donc vérifiée. [ |

Les trois conditions du théoréme de la fonction inverse de Foutz (1977) sont véri-

fiées. Ainsi, nous concluons que 6, converge en probabilité vers 6.

Nous abordons maintenant la normalité asymptotique de I'’estimateur du maxi-

mum de vraisemblance dans le modele de régression ZIBP.

-

Théoreme 2.2 Supposons que les hypothéses (A1) a (A4) sont vérifiées. Alors

\/ﬁ(én —0y) est distribué asymptotiquement comme une normale multivariée cen-

trée et une matrice de covariance X(0y)~'. De plus, un estimateur consistant de

la variance asymptotique est donné par (n=/290¢,(6,,)/907 )"

Preuve du Théoreme (2.2)

Pour prouver la normalité asymptotique, nous effectuons un développement de Taylor

de la fonction score au voisinage de ¢,. On obtient

= 00,(6,) = 06,,(80) + €0,(6,)(6,, — o),
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ou (0,(0) = 00i,/007, 6, se situe entre 6, et 6.
Ainsi,

(B, — 6y) = (— %ﬁén(én))_l X (%Mﬂwg)).

Par le théoreme (2.1), on a 0, qui converge en probabilité vers §,. Comme 0, reste
entre 6, et 0,, < — %Mn(gn» converge en probabilité vers ¥(6,).

De plus, par le théoréeme central limite, on a

%eénwo) Loy (0, 5(6p).

Ainsi, en appliquant le lemme de Slutsky, on a:

V(8 — 80) -2 N(0,2(60) 7).

2.4 Etudes de simulations

Dans cette section, nous évaluons les performances de I'estimateur du maximum

de vraisemblance @\n en échantillon fini.

2.4.1 Expériences numériques par simulation

Nous générons des données a partir du modele de régression ZIBP suivant :

logit(m;) = 7" W,
log(A\1;) = 51TX17 IOg()\m) = 52TX17 et log(,u) =n,

avec X; = (17Xi27Xi3aXi4aXi5aXi6)T et W, = (1, Wia, Wiz, Wi, VVi5) ou

— les covariables X;; = 1 et X;,..., X;s sont générées a partir de la distribution
normale N(0,0.1), la distribution uniforme #/_, ), la distribution exponentielle
£(1), la distribution de Bernoulli B(1,0.8) et la distribution de Bernoulli 5(1,0.4)
respectivement.

— Win = 1 et Wi, Wiy, W5 sont générées a partir de la distribution de Bernoulli
B(1,0.3), la distribution normale A (—1,1) et la distribution normale N (1,0.5)
respectivement,

— on prend W;, = Xjs.

— Les parametres de regression i, 5, et n sont choisis comme suit:

By = (—0.3,0.85,0.1,0.25,—0.1,—0.05)T, By = (0.8,—0.74,—0.1,—0.1,0.15, —0.1)T,
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n = 0.4.
— Nous considérons trois (03) cas pour le parameétre de régression ~:

Cas1 v = (-0.55,—-0.75,—1,0.45,0)" pour 25% d’inflation de zéros,
Cas 2 v =(-0.25,-0.4,0.8,0.45,0) " pour 50% d’inflation de zéros.
Cas 3 v =(0.2,-0.27,0.85,0.23,0.91) " pour 65% d’inflation de zéros.

En utilisant les valeurs de v des cas 1, cas 2 et cas 3, les proportions moyennes
d’inflation de zéros dans les ensembles de données simulées sont respectivement de
25 %, 50 % et 65%.

Pour chaque combinaison [taille de 1’échantillon X proportion de 1’
inflation zéro] des parameétres de conception, nous simulons N = 1000 échan-
tillons et nous calculons l'estimation du maximum de vraisemblance (EMV) §n de
0= (~",8],55,n)". Plusieurs auteurs ont développé des algorithmes d’estimation de
type EM dans des modeles d’inflation de zéros (voir Wang et al. (2003)). D’autres au-
teurs effectuent une maximisation directe a ’'aide d’algorithmes de Newton-Raphson,
voir Diallo et al. (2017) et Diallo et al. (2019). Dans notre étude de simulation, nous
utilisons un algorithme de type Newton-Raphson mis en ceuvre dans le R package
maxLik développé par Henningsen et Toomet (2011).

2.4.2 Résultats

Pour chaque combinaison taille de 1’échantillon X proportion d’inf-
lation de zéros des parametres de simulation, nous calculons TEMYV 6, le biais
moyen et le biais relatif moyen (exprimé en pourcentage) des estimations 7, ,,, Elm,

B\?J@n et 7, sur les IV échantillons simulés. Par exemple, le biais relatif de 7, ,, est ob-
)
1 N  Yin Vi

tenu par x 100 ou %(2 désigne 'EMV de ~; dans le ¢-ieme échantillon

simulé. Nous calculons également I'erreur standard (SE) moyenne, ’écart type (SD)

empirique et 'erreur quadratique moyenne (RMSE) pour chaque 7;,, (i = 1,...,5)
, Bl,j,n, B\Q,k,n (J,k =1,...,6) et 1j,. Le SE est calculé comme la moyenne des erreurs

standard sur les NV échantillons simulés. Par exemple, pour 7; ,,, la SE est obtenue par

L3N s (3(2), tandis que SD (respectivement RMSE) est la racine carrée de la va-
riance empirique (respectivement MSE) de (AZ-(},L), o ﬁi(ﬁ)). De plus, nous fournissons
la probabilité de couverture (CP) empirique et la longueur moyenne des intervalles
de confiance de Wald a 95 % pour les estimateurs de v;, 3, 52 et 1. Les résultats
sont donnés dans les tableau 2.1 (pour le cas 1), le tableau 2.2 (pour le cas 2) et le
tableau 2.3 (pour le cas 3). Les tableaux 2.1, 2.2 et 2.3 fournissent les résultats pour

25%, 50% et 65% d’inflation de zéros respectivement. Dans chaque configuration, on
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prendra comme taille des échantillons n = 500 et n = 2000.

D’apres les résultats obtenus, nous observons que le biais et le biais relatif sont
assez faibles. Ensuite, le biais, le biais relatif, le SE, le SD, le RMSE et le ¢/(CI) de
tous les estimateurs diminuent lorsque la taille de I’échantillon augmente. En outre,
pour v;, 51, B2, et n, les probabilités de couverture empirique sont proches du niveau
de confiance nominal dans toutes les configurations. D’autre part, nous observons
que 'EMV des parametres 3, js, 315 et 7, (respectivement, v;s) est plus performante
lorsque la proportion d’inflation de zéros diminue (respectivement, augmente).

Pour voir 'impact du parameétre 7 sur la qualité des estimations, nous avons réa-
lisé des simulations pour les tailles des échantillons n = 500, 50% d’inflation de zéros
avec n = 0.18, 7 = 0.4 et n = 0.75 respectivement. Le tableau 2.4 fournit les résultats
de ces simulations. Lanalyse du tableau 2.4, révele qu’autant la corrélation entre les

variables réponses est forte autant les estimations sont meilleures.

Pour évaluer la qualité de 'approximation gaussienne énoncée dans le théoreme
(2.2), nous fournissons des graphiques Q-Q normaux des estimations et des histo-
grammes des estimations normalisées de (7;, — v;)/s.e.(Yin), 7 = 1,...,5, (Eum —
B1)/s. e(Brjn)y i =1,...,6, (Bogn — Bok)/s-e. (Bogn) k=1,...,6¢et (7§, —m)/s.e.(@).
Nous fournissons ces graphiques pour n = 2000 et une proportion moyenne d’infla-
tion de zéros dans I'échantillon égale a 25%. Les figures 2.1 a 2.4 fournissent des
graphiques Q-Q plot pour (Fin,.... %), (Bl,l,na .. ,3176771), (32,1% .. ,3276771), T, TES-
pectivement. De plus, les figures 2.5 a 2.8 fournissent les histogrammes des valeurs
normalisées de (F1,,.-.,%5.), (ELM, . ,3176%), (BQ,M, . ,32,6771), 7, Tespectivement).
Les graphiques des autres scénarios simulés sont similaires et ne sont donc pas pré-
sentés. D’apres ces figures, il apparait que 'approximation gaussienne de la distri-
bution de ’TEMYV dans le ZIBP est raisonnablement satisfaite, méme lorsque la taille
de I’échantillon est modérée et que la proportions d’inflation de zéros est importante
(atteint 65%).
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Figure 2.1 — QQ-plot normaux pour 7 ,,...,7, avec n = 2000 et 25% d’inflation de
Zéros.
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Figure 2.2 — QQ-plot normaux pour Bl,m, . ,31,67,1 avec n = 2000 et 25% d’inflation
de zéros.
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Figure 2.3 — QQ-plot normaux pour /6\27177“ e ,3276,,1 avec n = 2000 et 25% d’inflation
de zéros.
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1,...,5avec n = 2000 et 25% d’inflation de zéros.
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2.5 Application

2.5.1 Description et modélisation des données

Dans cette section, nous décrivons une application du modele de régression ZIBP
pour analyser les données d’utilisation des services de santé par les personnes agées
aux Etats-Unis. Nous utilisons les données de I'enquéte nationale sur les dépenses
médicales (NMES) menée en 1987-1988 aux Etats-Unis. Ces données d’enquéte de
santé contiennent un ensemble de 4406 observations d’individus agés de 66 ans et
plus. Cet ensemble de données a été examiné par Deb et Trivedi (1997), Diallo et al.
(2017), Ali et al. (2020) et est disponible dans le package AER du logiciel R sous le
nom de "NMES1988". Dans ces données, nous considérons conjointement deux me-
sures d’utilisation des services de santé: le nombre ofnd de consultations avec un
professionnel de santé non-médecin en cabinet et le nombre opnd de consultations

avec un professionnel de santé non-médecin en ambulatoire.

Soient Y| le nombre de consultations d’un professionnel de santé non médecin en
cabinet et Y; le nombre de consultations externes d’'un professionnel de santé non
médecin. Les distributions des fréquences des variables Y; et Y; sur cet échantillon
sont données par les figures 2.9 et 2.10 respectivement. Le tableau 2.5 donne la pro-
portion de zéros observés pour chacune des deux variables. Les fortes proportions de
zéros indiqués dans le Tableau 2.5 pour les variables Y] et Y; et les Figures 2.9 et 2.10
suggerent une situation d’inflation de zéros. Le tableau 2.5 donne aussi la proportion
d’observations (0;0) pour le couple de variables (Y3,Y3). Ce tableau indique qu’une
proportion importante de patients n’ont pas eu recours a un professionnel de santé
non-médecin durant la période de I'enquéte. Plus précisément, la fréquence des indi-
vidus avec zéro consultation simultanément dans (ofnd et opnd) est de 59,03314%.
Une représentation graphique de la distribution des fréquences du couple (Y7, Y>) est
donnée par la figure 2.11.

variable Y1 (ofnp) | Y3 (opnp) | (Y7, Ys) (ofnp, opnp)
proportion de zéros en % | 68.17975 | 83.84022 59.03314

Tableau 2.5 — Proportion de zéros observés pour Y3, Y, et (Y7, Y53).

Les tests effectués avec la fonction cor.test du package stats du logiciel R
sur les variables ofnd et opnd montre qu’elles sont corrélées. Nous proposons donc
d’utiliser le modele ZIBP pour étudier les déterminants de l'utilisation des soins de
santé dans ce jeu de données. Certaines covariables ont été enregistrées sur chaque

individu. Elles comprennent : (i) des variables socio-économiques : le sexe (1 pour les
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femmes, 0 pour les hommes, noté gender), ’dge (en années, divisé par 10, noté age),
I’état civil (1 si marié, O sinon, noté status), le niveau d’éducation (la durée de la
scolarité, noté school), le revenu familial (en dix mille dollars, noté income); (ii)
diverses mesures de ’état de santé: nombre de maladies chroniques (cancer, diabete,
arthrite, ..., dénoté par chronic) et la perception qu’a le patient de son état de
santé (excellent, moyen, mauvais) recodé comme deux variables binaires: healthl
qui prend la valeur 1 si I'état de santé est percu comme mauvais et valeur O sinon;
health2 qui prend la valeur 1 si I’état de santé est excellent comme mauvais et
valeur O sinon. (iii) medicaid, une variable binaire qui indique si la personne est
couverte par medicaid ou non. Nous la codons comme 1 si la personne est couverte
et 0 sinon. Nous avons ajusté un modele de régression ZIBP incorporant toutes les
covariables disponibles dans (2.2)-(2.3) pour chaque individu. Nous avons ensuite
utilisé les tests de Wald pour sélectionner les covariables significatives. La covariable
la moins significative "au niveau 5%" est éliminée et le modele est ajusté a nouveau,
jusqu’a ce que toutes les covariables restantes soient significatives; le critere BIC

diminue a chaque étape de cette procédure. Le tableau 2.3 présente le modele final
du ZIBP.
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Figure 2.11 — Représentation de la distribution des fréquences du couple (opnp, ofnp).

2.5.2 Résultats

Les résultats du modele ZIBP résultant sont présentés dans le tableau 2.3. Lesti-
mation, Uerreur standard (s.e.) et le niveau de significativité (comme : non significatif,
significatif ou tres significatif) du test de nullité de Wald pour chaque parameétre sont
reportés dans le tableau 2.3. Les résultats montrent que le nombre de maladies chro-
niques, le sexe, le niveau d’éducation et le statut de bénéficiaire de Medicaid sont
identifiés par le ZIBP comme les facteurs qui influencent le plus la décision de ne
jamais recourir a un professionnel de santé non médecin (en cabinet et en consulta-
tion externe). Il apparait que la probabilité de ne jamais recourir a des consultations
non médicales diminue avec le nombre de pathologies chroniques. Cela se justifie par
le fait que plus I'état du patient est chronique, plus il est susceptible de privilégier
les visites chez les spécialistes. Ensuite, la probabilité de ne jamais avoir recours a
des consultations avec un non-médecin diminue avec le nombre d’années d’éduca-
tion. En effet, 'éducation peut faire des individus des consommateurs plus informés
des services de soins de santé. Ces résultats confirment également ceux de Deb et
Trivedi (1997). Les bénéficiaires de Medicaid ont tendance a renoncer aux consul-
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tations avec un non-médecin. En effet, Medicaid étant une assurance maladie pour
les personnes pauvres, les bénéficiaires sont limités dans leur choix de consultations.
Ils sont limités aux seules visites chez le médecin. On constate également que les
femmes sont plus susceptibles d’étre non-utilisatrices de ofnd et de opnd. La pro-
babilité de consulter un non-médecin diminue avec I'dge. Cela peut s’expliquer par
plusieurs facteurs, tels que la diminution de la mobilité associée au vieillissement

(les patients agés auront tendance a limiter leurs consultations a celles considérées

comme les plus nécessaires, c’est-a-dire aux visites chez le médecin).

parameétre variable estimation s.e. Pr(>t) signif.
M intercept 0.667400 0.202808 0.000999 *x*
Yo chronic -0.165918 0.023503 1.67¢7'?  x%%
3 gender 0.314814 0.064692 1.14e7%  xxx
o education -0.088953 0.008967 < 2¢1¢ * % %
s medicaid 0.397012 0.117432 0.000723 *x*
Bia intercept 1.381952 0.209195 3.95¢ ! * K K
51,2 healthl 0.083504 0.041901 0.046273 *
51,3 health? 0.133144 0.046970 0.004588 ok
3\1,4 chronic 0.025524 0.009689 0.008428 Ak
51,5 age -0.124267 0.021390 6.26°%  x %%
B\l,ﬁ gender -0.007129 0.027981 0.798901
31,7 marital statuts 0.004958 0.028733 0.862999
Bus education 0.032632 0.003950 <216 xux
31,9 income -0.018566 0.004775 0.000101 % *x
Bi10 medicaid 0.205903  0.051070 554 % %%«
B2 intercept 7.573439 0.377543 < 2¢716 * % %
B\Q,z healthl -0.168968 0.063093 0.007404 Aok
Bas health?2 .0.788500 0.144316 4.66c % %
32’4 chronic 0.112977 0.015864 1.07¢ 12 * % %
32,5 age -0.491438 0.040842 < 2¢716 * Kk *
52,6 gender 0.214599 0.048058 7.99¢7% s xx
32,7 marital statuts -0.116671 0.050193 0.020101 *
62,8 education -0.103404 0.006346 < 2¢716 * % %
32,9 income -0.024264 0.010076 0.016033 *
Ba.10 medicaid -1.758261 0.061534 <2 —16 %

Tableau 2.3 — Analyse des donnés d’utilisation des services de santé NMES1988

Parmi les patients qui n'ont pas systématiquement renoncé a consulter un pro-
fessionnel de santé non médecin, la probabilité d’avoir recours a une consultation
ofnp ou opnp diminue avec ’age et le revenu. Le niveau de revenu d’un patient va
influencer la nature et la qualité des soins qu’il recherche, plutoét que le nombre de
consultations, ce qui est cohérent avec Deb et Trivedi (1997). La probabilité de recou-
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rir a une consultation opnp diminue lorsque le patient estime que sa santé n’est plus
excellente, qu’elle s’est dégradée. Les patients mariés semblent renoncer a consulter
un non-médecin en ambulatoire. Bien que les patients mieux informés aient tendance
a diversifier leur recours aux soins, ils semblent délaisser le service de santé opnp au
profit du service ofnp.

Par conséquent, en considérant les variables ofnd et opnd simultanément, tout
en tenant compte de la corrélation entre elles, le modele ZIBP permet une meilleure
compréhension des éléments qui justifient le recours a différentes formes de soins
médicaux par ordre d’utilisation. Nous avons constaté que les patients a la santé
fragile, agés et couverts par 'assurance Medicaid préferent les consultations avec
des médecins que celles avec des non-médecins.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons évalué théoriquement et numériquement les per-
formances de I'estimateur du maximum de vraisemblance dans le modele ZIBP. Une
application du modele ZIBP au jeu de données NMES1988 a permis de mieux com-
prendre les facteurs qui favorisent le renoncement ou I'utilisation de certains services
de soins de santé. Maintenant, plusieurs extensions de ce travail devraient étre dé-
veloppées pour étendre son champ d’application. Par exemple, nous pouvons d’abord
envisager I’étude théorique et numériques des estimateurs dans les modéles de ré-
gression de Poisson multivariés avec inflation de zéros. Aussi, nous pouvons étudier
les propriétés des estimateurs dans les modeles ZIBP avec des valeurs censurées
aléatoirement a droite ou a gauche ou par intervalles. Ou encore, nous intéresser
a 'estimation des parameétres dans les modeles de régression de Poisson bivariée a
inflation de zéros lorsque certaines covariables qui interviennent dans la régression
sont partiellement observées. Ce dernier axe de recherche fait I'objet de notre étude
dans le chapitre suivant.
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Annexe A

Théoréme de Foutz [1977]

-

Théoreme : Soit X, X5, -, X,,, n observations indépendantes de X avec f(x,0)

sa densité de probabilité, oil § € © un sous ensemble de R?. Sur la base de
ces observations, la log-vraisemblance de 6 peut s’écrire comme suit: £,(0) =

Z log f(X;,0). De plus, si

92 log f(X,0)
® 50,00, kg =1,

continues;

-, d, les dérivées secondes de log f (X, 0) existent et sont

Z Olog f (X %) converge en probabilité vers 0 lorsque n tend vers linfini.

92 log £(X,,0)

e dans un voisinage de 6, %Z a055T converge uniformément en probabilité
=1

vers o(f) une matrice définie négative lorsque n tend vers l'infini.

dlog f(X;,0n)

5 = 0 avec la probabilité 1

Alors, il existe une suite {6, }, telle que 3
=1

et {9\”} converge en probabilité vers 6, lorsque n tend vers l'infini.



Estimation d’une régression de Poisson bivariée a
inflation de zéros avec covariables manquantes.

Résumé

Les modeles de régression de Poisson bivariés & inflation de zéros (ZIBP) sont appli-
qués a des données de comptage bivariées corrélées. Ces modeéles ont été appliqués dans
divers domaines, tels que la recherche médicale, I’économie de la santé, l'assurance, le
sport, etc. Dans la pratique, certaines des covariables impliquées dans la modélisation
sont souvent partiellement observées. Nous proposons des méthodes pour estimer les
parametres du modeéle de régression ZIBP avec des covariables manquantes au ha-
sard. En supposant que la probabilité de sélection est inconnue et estimée de maniére
paramétrique ou non paramétrique (par un estimateur a noyau), nous proposons des
méthodes de pondération par l'inverse des probabilités de sélection (IPW) et d’imputa-
tion multiple (MI) pour estimer les parameétres du modele de régression ZIBP lorsque
des covariables sont manquantes au hasard (MAR). Les propriétés asymptotiques des
estimateurs proposés sont étudiées sous certaines conditions de régularité. En outre,
nous avons réalisé une étude de simulation exhaustive sur des tailles finies d’échan-
tillons afin d’évaluer la cohérence de nos résultats. Pour finir, une application pratique
des méthodologies proposées est illustrée sur des données recensant l'utilisation des

services de santé de milliers de patients aux USA.
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3.1 Introduction

Le modele de Poisson bivarié a inflation de zéros (ZIBP pour Zero-inflated biva-
riate Poisson) a été appliqué dans de nombreux contextes, notamment le marketing
(nombre d’achats de différents produits), la recherche médicale (nombre de crises
d’épilepsie avant et apres traitement), I’épidémiologie (incidence de différentes mala-
dies dans une série de districts), ’analyse des accidents (nombre d’accidents sur un
site avant et apres modification des infrastructures), ’économétrie (nombre de chan-
gements d’emploi volontaires et involontaires), le sport (nombre de buts marqués par
chacune des deux équipes adverses au football), pour n’en citer que quelques-uns.

Dans de nombreuses circonstances, on est souvent confronté au fait quun en-
semble de données contient des données manquantes. En effet, les données man-
quantes sont un probleme tres répandu dans de nombreuses disciplines, notamment
I’économie, la sociologie, les sciences médicales, les sciences politiques, les transports,
la communication et d’autres domaines. Les données manquantes constituent une
menace sérieuse pour la validité de I'inférence ou de la prise de décision dans de nom-
breuses applications. Compte tenu de I'intérét de ce probleme, diverses méthodes ont
été proposées pour traiter les données manquantes dans les modeles de régression au
cours des dernieres décennies. Nous renvoyons le lecteur intéressé a Rubin (1976),
Little (1992), Zhao et Lipsitz (1992), Robins et al. (1994), Reilly et Pepe (1995), Clay-
ton et al. (1998), Creemers et al. (2012), Lukusa et al. (2016) et Lee et al. (2021) pour
plus de détails. Lapproche commune et simple du probleme de données manquantes
est appelée le cas complet (CC). Cette méthode consiste a exclure les individus dont
les données sont manquantes. Cependant, la méthode du cas complet peut induire
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des biais et une forte augmentation de la variance. Une alternative au cas complet
en cas de données manquantes est 'imputation multiple (MI). Limputation multiple
est une approche largement utilisée pour résoudre les problemes de données man-
quantes. Cette méthode exige que les échantillons soient complets. Les données man-
quantes sont donc remplacées par des valeurs plausibles générées a partir d'un mo-
déle d'imputation. Cette imputation est répétée M fois, générant ainsi M ensembles
de données completes. Chaque échantillon complet obtenu est analysé et un estima-
teur global est obtenu en combinant les estimations de ses M échantillons complets.
Une autre méthode de traitement des données manquantes est la pondération par
inverse de la probabilité de sélection (IPW, pour "Inverse Probability Weighting"). In-
troduite par Horvitz et Thompson (1952) puis développée par Zhao et Lipsitz (1992),
la méthode IPW est basée sur la création de pseudo-populations de cas complets dans
lesquelles le biais de sélection dii aux données manquantes est éliminé par des poids.
La détermination de ces poids nécessite un modele pour évaluer la probabilité quun
individu ait des données completes. On peut se référer a Diallo et al. (2019) et Seaman
et White (2013) pour plus d’information sur cette méthode.

Cependant, certaines approches ont été développées pour traiter les problemes de
covariables manquantes dans les modéles zéro-inflatés (ZI) lorsque les covariables
sont manquantes de maniere aléatoire (MAR, pour missing at random). Par exemple,
Lukusa et al. (2016) et Lukusa et Phoa (2020) ont proposé des méthodes d’estimation
par pondération de inverse des probabilités de sélection (IPW) semi-paramétrique
pour un modele de régression de Poisson (ZIP) a inflation de zéros avec des cova-
riables manquantes. Diallo et al. (2019) ont proposé une méthode d’estimation IPW
paramétrique pour un modele de régression binomial a inflation de zéros (ZIB) avec
covariables MAR. Lee et al. (2020) ont proposé des méthodes d’estimation d’imputa-
tion multiple non-paramétrique pour le modele de régression ZIP. Et plus récemment,
Lee et al. (2021) se sont intéressés a 'estimation des parametres dans le modele de
régression de Bernoulli a inflation de zéros (ZIBer).

Bien qu’il existe de nombreuses études sur les modeéles zéros-infaltés (ZI) avec co-
variables manquantes, ces études se sont limitées aux cas ou les variables réponses
sont univariées. A notre connaissance, il n’existe pas de travaux portant sur les mo-
deles de comptage multivariés dans un contexte de covariables manquantes. Ce cha-
pitre a pour but de combler cet important déficit.

Dans ce chapitre, nous étendons les travaux antérieurs réalisés sur des modeéles
de comptage univariés au cas ou les variables réponses sont bivariées et corrélées.
D’abord, nous estimons les probabilités de sélection par une méthode paramétrique,
puis nous proposons une estimation IPW paramétrique des parametres du modele de
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Poisson bivarié a inflation de zéros (ZIBP) lorsque les covariables sont manquantes.
Ensuite, étant donné qu'une mauvaise spécification du modele utilisé pour la proba-
bilité de sélection peut produire des estimations biaisées, nous proposons des esti-
mations plus robustes de la probabilité de sélection basées sur une modélisation non
paramétrique. Pour ce faire, nous utilisons un noyau au lieu de la fonction indica-
trice dans Lukusa et al. (2016) et Lee et al. (2020) afin de considérer des covariables
continues et catégorielles. A la suite, nous proposons respectivement des méthodes
estimation par pondération IPW semi-paramétrique et deux méthodes d’'imputation
multiple (MI) pour I'estimation des parametres du modele ZIBP. Sachant qu’il n’est
pas toujours évident d’avoir un bon modele paramétrique pour générer des données
manquantes, dans nos deux méthodes MI nous imputons les données manquantes de
maniere non paramétrique en nous inspirant des travaux de Wang et Chen (2009)
et de Lee et al. (2020). La premiere méthode utilise I'idée de Rubin (2004) ou les
estimations obtenues a partir de tous les ensembles de données imputées sont résu-
mées en une estimation finale. Uautre méthode met en ceuvre l'idée de Fay (1996)
ou les équations d’estimation pour différents ensembles de données imputées sont
combinées en une seule équation d’estimation a optimiser. Par des études théoriques
et numériques, nous avons montré les bonnes propriétés des estimateurs proposés
pour l'estimation des parametres du modele de ZIBP lorsque certaines covariables
qui interviennent dans la régression sont manquantes de maniere aléatoire. En un
mot, dans cette partie du travail, nous mettons ’accent sur 'estimation des modeles
de régression de Poisson bivariés a inflation de zéros dans le contexte des données
manquantes dans les covariables. Nous supposons que les covariables utilisées dans
le modele de régression sont mixtes. Ainsi, nous considérons un mélange de variables
catégorielles, discretes et continues. Nous proposons respectivement, 'TPW paramé-
trique, 'TPW semi-paramétrique et deux méthodes d’imputation multiple dans les
modeles de régression ZIBP lorsque certaines covariables sont manquantes de ma-
niere aléatoire (MAR).

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.2, nous décri-
vons brievement le modele de régression ZIBP et son estimation dans le cas des don-
nées completes. Les sections 3.3 et 3.4 présentent et décrivent les propriétés asymp-
totiques des estimateurs proposés dans le modele ZIBP lorsque les covariables sont
manquantes aléatoirement. Dans la section 3.5, nous réalisons une étude de simula-
tion pour étudier les performances des estimateurs proposés. La section 3.6, présente
une application des méthodes proposées. Pour clore, une discussion et quelques pers-
pectives sont fournies dans la section 3.7.
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3.2 Modele de régression de Poisson bivarié a infla-

tion de zéros et estimation

Considérons des variables aléatoires Z;, Z, et U qui suivent des distributions de
Poisson indépendantes avec des parametres )\, A\, et i respectivement. Alors les va-
riables aléatoires Y, = Z; + U et Y; = Z; + U suivent conjointement une distribution
de Poisson bivariée BP(\;, \y, it). Soit y; A 3o := min(y;,y2). La distribution conjointe
du vecteur de Poisson bivarié (Y7, Y3) est donnée par:

fBP(yla Y25 A1, Az, M) = exp(—,u — A1 — >\2)80@173J2)

min(y1,y2) AV s A\Y2—s
1 2

Plyy) = D L

=0 st(yr — s)! (y2 — )1

Pour les données de comptage bivariées qui ont une forte proportion de (0,0), Li et
al. Li et al. (1999) proposent le modele de Poisson bivarié avec inflation de zéros
(ZIBP). Ce modele est obtenu en mélangeant une distribution dégénérée a (0,0) avec
un modele de régression de Poisson bivarié. Un modele ZIBP donne la distribution de
(Y1;, Y2;) comme suit:

<Y Y ) (0,0) avec la probabilité ¢; 51
1éy L2 ] 7 -
BP (A, Ao, 1;)  avec la probabilité 1 — ¢;

ou BP(\y;, Mg, 11;) représente le modele de Poisson de parametres Ay;, Ao, p; et €; dé-
signe la proportion de mélange qui est telle que 0 < ¢; < 1.

Le modele (3.1) permet a \;, \y; et ¢; de dépendre des covariables par le biais des
relations

et
Ai = exp(By Xi), Ao = exp(f, Xi) et p = exp(a), (3.3)

ou W; = (Wi, ..., W;,)" et X; = (X;1,..., X;,) " sont des covariables pour la probabilité
de mélange et pour les parametres de Poisson, respectivement v € R?, 31, 3, € R? et
a € R sont les parametres de régression correspondants; T désigne l'opérateur de
transposition. On note © = (v7, 5/, 5, ,a)" le vecteur de paramétres de dimension
k=2p+q+ 1.

Supposons que nous observons n vecteurs indépendants (Y7;, Y2, X;, W;), i = 1,...,n
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a partir des modeles (3.1)-(3.2)-(3.3), tous définis sur ’espace de probabilité (2,C,P).
Sur la base de ces observations, la log-vraisemblance de peut s’écrire comme suit :

tn(©) = Z {Ji log <67Twi + hz(@)) —(1- Ji)(eo‘ + Pl X + eﬁ;Xi)

YiiAYa2i  ays BT Xi\y1i—s ( oBg Xi\y2i—s
+<1—Ji)1og( > R )‘10g(1+e”wz')}

st (=) (y2—9)!
= > 4i(0),
=1

T~ . T~
ol J; = 1(Y1i:07y2i:0) et hz(®) — e—(ea+eﬂ1 Xiyeb2 Xz)'
Supposons que toutes les covariables du modele de régression ZIBP soient entiéere-

(AT 2T AT A)T

ment observées. Lestimateur du maximum de vraisemblance O, = (7', 5, .06, ,Q

de O est obtenu en résolvant I’équation de score Ur,,(0) = 0, ou

Un(©) = L 900,(0) 1 Z":aei(@)

= =Y :%Z@(@):%Z@(@). (3.4)

La résolution de I'équation de score peut étre effectuée a I'aide de 1'algorithme EM
(voir Ntzoufras et Karlis (2005)) ou par maximisation directe de ¢/,,(O) en utilisant
un algorithme de type Newton Raphson. De plus, il faut souligner que le vecteur de
score est centré. Dans le chapitre 2 ont montré que 'EMV ) rn de O dans le modeéle
ZIBP est un estimateur consistant et asymptotiquement normal.

Apres avoir présenté le modele de régression ZIBP et son estimateur EMV lorsque
toutes les covariables sont observées, nous nous intéressons dans la suite de ce cha-
pitre a une situation récurrente, le cas ou certaines covariables utilisées dans la ré-
gression sont partiellement observées. Dans les deux sections suivantes, nous propo-
sons des méthodes pour estimer les parameétres du modele de régression ZIBP lorsque
certaines des covariables sont manquantes au hasard (MAR, missing at random).

3.3 Méthodes de pondération par I'inverse des pro-
babilités

La méthode de pondération par l'inverse des probabilités (IPW) a été proposée
par Horvitz et Thompson (1952) pour estimer des modeles de régression avec des
covariables manquantes. Soient X*** les composantes de X qui sont entiérement ob-
servées et X™* les composantes de X qui ont au moins une donnée manquante. De
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méme, on note respectivement W et W les composantes de W qui respective-
ment sont entiérement observées et ont au moins une donnée manquante. Notons
O = (Y1, Yy, X T W) T\T g vecteur des variables qui sont toujours observées sur
chaque individu. Soit § une variable indicatrice qui prend la valeur 1 lorsque toutes
les covariables {X,W} chez un individu sont observées; 0 sinon. Nous supposons
tout au long de ce chapitre que les données Z = {X (™) 'W(mis)} sont manquantes au
hasard (MAR). Dans le cadre du mécanisme MAR, la probabilité de sélection ou la

probabilité de manquant se réduit a
m(0;) = P(5; = 1|0, X" W™y = B(5; = 1]0,). (3.5)

Par conséquent, sous ’hypothése MAR, I'estimateur du maximum de vraisemblance

IPW de © dans le modele (3.1) est la solution de I'équation pondérée
Un(@.m) = L3 %4 0)=0 (3.6)

(0, m) = — — = 0. .
" Vn &= P(5; = 1|0;)

Les probabilités de sélection 7(O;) sont généralement inconnues. Par conséquent,
il nous faut donc les estimer pour I'estimation de ©. En utilisant des méthodes d’esti-
mation paramétriques puis non-paramétriques pour l'estimation de 7(O;), nous pro-
posons respectivement deux méthodes d’estimation pondérées pour estimer les para-

metres du modele de régression ZIBP lorsque des covariables MAR.

3.3.1 Estimateur IPW paramétrique

Supposons que la probabilité de sélection P(§; = 1|O;) puisse étre spécifiée par
un modele paramétrique 7(w, O;), o w est un vecteur de parametres de régression
inconnus avec la valeur vraie wy. Soit &,, 'estimation du maximum de vraisemblance
de wy. Sous certaines conditions de régularité que nous définissons dans la suite, &,

peut étre obtenu comme suit

W, = arg maXHW(w, 0,)% (1 — 7(w, Oi))l_&.

i=1

Par des calculs, on peut montrer que

A e 9; — m(wo, O;)
V@, —wo) =n~Y Z 7 (wo, 0;) (1 — (w0, O;))

=1

Q_l(wo)fr(w, Oz) + O]}D(l),

fi(w, O;) = W et Qw) = ]E[

#(w,(’))(ir(w,@)) ]
7(w,0)(1 — 7(w,0))]




3.3. Méthodes de pondération par I'inverse des probabilités 73

Apres avoir donné 'estimateur EMV de w, nous pouvons maintenant déterminer
I'estimateur Oy, de © en résolvant I’équation suivante

. 1 < b B

Hypotheéses de régularité et résultats asymptotiques

Les hypotheéses de régularité dont nous avons besoin pour établir les propriétés

asymptotiques des estimateurs Oy, sont les suivantes :

(B1) La vraie valeur du parameétre O, notée O, := (v, 8/, 85, @) se situe a I'in-
térieur d'un ensemble compact connu G C R**¢1 De plus, w, appartient a

I'intérieur d’'un ensemble compact connu K.

(B2) Pour toute valeur o € O et pour tout w € K, il existe C tel que la probabilité de
sélection 7(w,0) > C > 0.

(B3) La fonction w(w, O) est différentiable par rapport a w, pour tout o € O. Pour tout
w, @ € K, ’w(w, 0) — w(@)‘ < k(0)||lw — @|| par une certaine fonction bornée
avec E[x(O)]| = p.

(B4) Le score ¢,(0©) a un moment d’ordre 2 fini défini dans un voisinage de ©,. De

plus, E[(Cbl(@))@] est définie positive dans un voisinage de ©,, ou pour tout
vecteur colonne a, a®? = aa'.

(B5) Dans un voisinage de O, les dérivées premiére et seconde de Uy, (0,w) par

rapport a © sont uniformément bornées supérieurement par une fonction de
. : U (O,
(Y1, Y5, X, W) dont les espérances existent. De plus, —Viﬁ% converge vers

une certaine matrice définie positive ¥, (0, w) lorsque n tend vers l'infini dans
un voisinage de O.

Le théoreme suivant donne les propriétés asymptotiques de @)W,n.
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-

Théoreme 3.1 Supposons que les hypotheses de régularité (B1) a (B5) sont vé-

rifiées. Alors @W,n est un estimateur consistant de ©. De plus \/ﬁ(@w,n — Oy)
est distribué asymptotiquement suivant une loi normale multivariée avec une

moyenne nulle et une matrice de covariance Yy, ol

Sw = [21(60) '] {22(@07%) - 23(907WO)Q(WO)_IE?’(@O’WO)T}[El(@O)_I]T’

avec

Remarque 3.1 Dans la pratique, on utilise un estimateur consistant de la ma-
trice de covariance Yy. Un estimateur consistant de Yy est donné par

iVV,n = [El,n(énawn)_l} {ZQ,n(én7@n> - 23,71(@717 @n)Qn(én7@n)_lz3,n(@na @n)—r}
—~ T
X [El,n(@m@n)il] )
ou

5 9%;(©)
) - _=

ZanlSw) = %i%[@(@)}m,

n

1< (w, 0) (7w, 0,)"

n ‘= 7(w, 0)(1 — 7(w, 0;))

Preuve du Théoréeme 3.1
La consistance de Oy, peut étre prouvée en vérifiant que les conditions du théo-

réme de la fonction inverse de Foutz (1977) sont satisfaites. Tout d’abord, montrons
8UW,n(®7‘Dn)

que 50T

existe et est continue dans un voisinage ouvert de O,.
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Pour justifier cela, on peut remarquer que Uy ,,(O, w,,) est deux fois différentiable par

rapport a © et que ses dérivées secondes sont continues.

Montrons que n~Y/ *Upw.n (O, wn) converge en probabilité vers 0 lorsque n — occ.
De I'égalité

n_l/QUWm(@Q,(;Jn) = (n_l/QUWm(@Q,(;Jn) — Tl_l/QUmn(@o, (JJo)) + n_l/QUWn(@O,wg).

Nous obtenons

Hn_1/2Uw,n(@07@n) _ n_1/2Uw,n(®07w0)H — H% iéz(ﬁ@l 5 B 1 Ol))@i(@O)Ha
i=1 o !

IN
I

VAN
| —
A
€
<
S
|
A
&
3
S

Les hypotheses (B2) et (B4) garantissent 'existence d'une une constante positive

finie k, telle que

Hn_l/Qme(@o,wn) — 120, (O, wo)H < % Z: Hw(wo, 0,) — 7(@m, ) ||.

Par ailleurs, I’'hypothese (B3) implique que

@TL

n <
=1

< k‘l (p + O]p(l)) H(;}n — wOH.

IN

)

R(Ol) H(Dn — w0)|

anl/Zme(@O’ d)n) - n71/2Uw,n(@07 wO) H

Donc, la convergence de o, vers wy implique que n~'/2U,, (0, @,) — 12U, ,(Og, wp)

converge vers 0 lorsque n tend vers I'infini.
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D’autre part, on a

12U (80, wy) = (Ezmwﬂm(@o), . %H o, OZ)VVz‘in(Q(])?
% :1 W(wff Oz)XﬂBh(eo) : %Z;:W (wff Oi)X"’Bh(@O)’
% n w(wffa)X“B?l(@”)’ ’%gﬂwffoaxw%(@”’
by sae)’

Nous montrons par la suite que n~'/2Uy,,(©y,w,) converge en probabilité vers 0 lorsque

n — oo. Pour s’en convaincre, notons d’abord que pour chaquei=1,...,n,ona
E LC’,(@ )| = E|E LC-(@ )0
W(Q)O’ Oz) 7 0 - 7T((,g}07 Ol) 1 0 1 9
1
= E|———E[5C; 11 .
oo

Sous 'hypothese MAR, C;(0,) et J; sont indépendants étant donné O;. Il s’ensuit que
E|—% o] = E|—L1 E50EC(00)0]
7]'({,(_]0’ Ol) 1 0 - ﬂ_(wo’ Ol) 1 ) 1 0 (2 9
= E[E[Ci(00)|0i]],
= E[Ci(00)].

Puisque, nous avons E[C;(0,)] = 0 pour chaque i =1,... n.
Il s’ensuit que, E [m@(@o)] = 0 pour chaque i =1,...,n.
Par ’hypothese (B5), on a

var (W@(@@) —E {Wcﬂ@@ < 00

pour tout: =1,...n.

Donc, par la loi faible des grands nombres, %ZWQ(@O) converge en probabilité
71 b K2

vers 0 lorsque n — oo.

Ensuite, pour touti=1,...,net/=1,...,¢, nous avons
E LI/V Ai(©g)| = E|E LW« Ai(©9)]0;
W(WO,OZ') W4l 0 - W(W0,0i) W41 0 7 .
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Deux cas doivent étre considérés: dans le premier cas (a), W;, est une composante de

obs

W) et dans le second cas (b) Wi, est une composante de W'

1

Dans le premier cas (a), nous avons

e areal] -l

™ W[),OZ‘) s wani)

Etant donné O;, W;,A;(0,) est une fonction de (ngis),Xf-miS)). Par conséquent, sous
I’hypothese MAR, W;;A;(©y) et ¢; sont indépendants étant donné O,, il suit que

E [—W(wi Oi)E[(SiWifAi(@O)‘Oi]] = E [m [6:|OJE[Wi As(00)] O; ]1
= E[WiAi(O0)].

Or, on a E[W;;A;(©y)] =0 pour touti=1,...,n et (=1,....q.
D’ou, pour touti=1,...,net/=1,...,q, E[ (woO WZgA (@0)]
Dans le second cas (b),

BB | Waalenlo] | = B |- Lo swimbaeniol).
— B| -G WAEIOJELA@)IO]]
= E[WiAi(©)],
ce qui implique que dans le second cas, nous avons aussi E[—WZgA (Og)] =

De plus, par I’hypothese (B5), on a

0; 5,
— W A = v 2A2

pourtout:=1,...,net/=1,...,q.

Ainsi, par la loi faible des grands nombres, nous avons %i WieA;(©g) converge
en probabilité vers 0 lorsque n — cc. -
Par des arguments similaires, on montre que pour tout j = 1,....,p, t € {1,2},
%ém&j&i(@o) converge en probabilité vers 0 quand n tend vers l'infini.
_Finalement, n"Y2Uy.,, (69, wy) converge en probabilité vers 0 lorsque n — co. Par
conséquent, nous avons n~'/2Uy,,, (0, @,) converge vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

~1/2 0Uw,(©,&n)
00T

vers une fonction donnée ¥, (0, w;) dans un voisinage ouvert de O, lorsque n — oco.

Enfin, nous montrons que n converge uniformément en probabilité
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Pour prouver cela, prenons © € Vg,. Nous avons

n—l/QaUW,n(@a@n) _ (n—l/QaUW,n(@a@n)_

_ ai/m/n(@ UJO) _ ai/mzn<@ U)O)
pol2 T >+n 12222 o 2
00 00 00

00T

Sous les hypothéses (B2) a (B5) et la consistance de w,, vers wy, on peut montrer que

n—1/2 OUw,n(O0n) n-1/2 OUw, 5 (©,wo)
00T 96T

Ensuite, en utilisant le corollaire 3.1 de Newey (1991) sous les hypotheses (B1) et

) converge en probabilité vers 0.

(B5), n/ QWV%"T(T@’M converge uniformément en probabilité vers X;(0,w,) sur Ve,

lorsque n — oc.

Les conditions du théoréme de la fonction inverse de Foutz (1977) sont vérifiées.

Ainsi, nous concluons que Oy, converge en probabilité vers ©,.

Prouvons maintenant la normalité asymptotique de éw,n- Pour ce faire, nous fai-
sons un développement de Taylor de UW,n<®n7 Wp) en (O, wp). On obtient

OUw,n(Og,wp) , OUw (O, wo)

0 = UW’n(én,djn) = UWm(@O,wo)—i— (9G)T (@n_@0)+ &uT ((Ijn—wo)—i—ol}v(l).

Il s’en suit que

n,1/2 a[JVV,n<®Oa WO)
00T

—1/2 aUI/V,TL(®O7 wO)
Ow’

0= Uwyn(@(),wO)—F \/ﬁ(én—@())—i‘n \/ﬁ(d)n—wO)—FOp(l)

—1/29Uw,»(O0,wo0)

En outre, n T

converge en probabilité vers ¥3(0,w). Ainsi, on a

\/ﬁ(én - @0) = - (%W) (UW,n(@o,wo) + %Wﬂ@" - Wo))

"—Op(l).

-1
1 8an(@0,WQ) -1 . 51 - 7T<w7 OZ)
A TR &
(\/ﬁ 00T ) ( win(Qo, o) + 1 ; m(w, 0;) (1 = 7(w, O))

X 33(00, wo) Q2™ (wo) 7 (w, Oz)) + Op(1).
Nous avons —%w converge en probabilité vers ;. De plus, on a

§ — m(wp, O)
m(wo, O) (1 — 7(wo, O))

var[ 7 (wo, O)} = Q(wo).
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Par conséquent, nous avons

Var[ﬂ(wo,i’);(q(f:go’ 0)) Y3(O0, wo)$2 ™ (wo) 7 (wo, O)} = ¥3(6¢, wo )2 (wo) [Zg(@o,wo)}T
En outre,
d; 0 — 7T(Wo, Oz’) 1 .
cov B O O 1 ey 0] O e, 0)|
_ 0; . TO; — W(wo, Oi) 1 T
= [mq)i(@o) (W(WO, Oz)) m] Q7 (wp) [E(@o, WO)} ,
51‘ . T 1 T
E [y (00 (e, 00) ]2 () [5(00. )]
— —%5(O, w0) (wo) [£3(Op, wo)] |
De plus,
var(UW,n@o,wo)) — 3,(O0, wo).
Donc,

B - §; — m(w, Oy)
1/2 )
var(UW,n(Qo,wo) +n Z @O0 (1 — 7w, 00)

i=1
T

= EQ(@O,WO) - Zg(@oij)Q(wO)_l [Eg(@o,&)g)] .

(00, wo) 2 (wo) 7 (w, a»))

Par conséquent, en utilisant le théoreme centrale limité et le théoreme de Slutsky,
nous avons /n(Ow., — ) converge en distribution vers une loi normale de moyenne
nulle et de matrice de variance covariance Xy .

Cette premiere approche permet d’obtenir des estimations consistantes des coeffi-
cients de régression du modele, a condition que 7 soit correctement spécifié. Cepen-
dant, une mauvaise spécification peut conduire a une estimation biaisée des coeffi-
cients de régression. Pour surmonter cette difficulté, nous considérons un estimateur
non paramétrique a noyau pour les probabilités de sélection. Ainsi, dans les sections
suivantes, nous considérons un modele non paramétrique pour estimer les probabili-

tés de sélection.

3.3.2 Estimateur IPW semi-paramétrique

Dans ce qui suit, nous supposons que O est un vecteur contenant un mélange de
variables discretes, catégorielles et continues. Soit O = ((’)b, (’)C), ot O° € R? est un
vecteur de variables aléatoires continues de dimension d et ©° est un vecteur de va-
riables aléatoires discretes et catégorielles de dimension b.

De plus, nous rappelons que les variables qui contiennent au moins une donnée man-
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quante Z := {X() W)L sont MAR. Soit K une fonction noyau d’ordre r de d
variables avec un support fini et soit K,(.) = K(./h), ou h est la fenétre de lissage
qui satisfait les conditions que nous donnons dans la suite. Un estimateur a noyau

consistant de 7(QO) est donné par

" 5 K (08 = ob, OF — o°)
k=1 3 Ku(0% = ob, 05 — 0°)
=1

7(0) = 7(0", 0%) =

ou 7(0)—7(0) = n, avecn, = {nh* +1/(nh?!)}'/2 pour plus de détails sur 'estimateur
7(O) on peut se référer aux travaux de Wang et al. (1997) et Wang et Wang (2001).
Soit f(o) la fonction de densité de probabilité de O en O = o. Considérons ensuite
Flo) = a7 > pey Kn(Of = o°, Of — 0°) un estimateur de f(o).

L'estimateur IPW semi-paramétrique O, de O est la solution de I’équation pondérée

Uwsn(©,7) ~ 72 Z = = 0. (3.7)

A présent, nous donnons les hypotheses de régularité suivantes pour prouver les

propriétés asymptotiques de 'estimateur Ows.

Hypotheses de régularité

B6 Pour tout o® € O et o° dans le support de O¢, il existe C; tel que la probabilité de
sélection (0% 0°) > C; > 0. De plus, (0%, 0°) a r dérivées partielles continues et
bornées par rapport aux composantes continues de (0% O°) presque partout.

B7 La fonction K(.) est un noyau d’ordre r, c’est-a-dire [ K (u)du =1, [ u™K (u)du =0
pour m =1,..,(r — 1), [u"K(u)du # 0 et [ K*(u)du < co. De plus, h est tel que
nh? — 0 et nh?* — oo, lorsque n — co.

B8 La fonction de densité f(.) de (O, O°) est toujours bornée au voisinage de zéro et
posséde r dérivées partielles par rapport aux composantes continues de (0%, O°)
qui sont continues et bornées presque partout.

B9 E [%] est finie et définie positive dans un voisinage de O,.

B10 Les dérivées premieres de Uy, (O, ) par rapport a © existent presque stre-
ment dans un voisinage de ©,. De plus, dans un tel voisinage, les dérivées pre-
mieres sont uniformément bornées supérieurement par une fonction de O =

(0P, 0°) dont les espérances existent.
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-

Théoreme 3.2 Supposons que les hypothéses (B1), (B4) et (B6) a (B10) sont
vérifiées. Alors @Ws est un estimateur consistant de O et \/ﬁ(@ws — Og) est dis-

tribué asymptotiquement suivant une normale multivariée centrée de matrice de

covariance Yy, Ol

Yws = [21(60)_1} [22(@077) - [ZS(@O,W) - 28(@077T)H [21<@0>_1]T7

[@1(@)}@}
(0P, Oc) I’

S5O, 1) = E[[@;(@)}@} et @(0)=E|o, @)|ob,<90].

¥(O,m) = E[

Remarque 3.2 Un estimateur consistant de Yy, est défini par:

Swan = [Sia(Owe ®) ] [San(@we 7) = [£5,,(Ow, ) = T, (B, 7)]|
X[El,n<@Ws7§r\)_l]Ta

ou
507 = 13 raron [0
Sin(en) = 23 [#e)]”

Z_ZlégKh(Oz =00, 05 — OF)

La preuve de la consistance de Ow., repose sur le fait que 12 i(©) converge

vers une limite qui est nulle en ©,. Ainsi, nous appliquons le theoreme de la fonction
inverse de Foutz (1977). Les conditions du théoréme Foutz (1977) sont données sous

formes de lemmes techniques que nous prouvons.
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Lemme 3.1 Supposons que les hypotheses (B4) et (B6) a (B9) sont vérifiées.

Alors, \/LEUWM(@, 7) converge en probabilité vers 0.

Preuve du Lemme 3.1

On a

1

Tn

Ensuite, nous montrons que Uy, (0, 7)

Uwsn(©,7) = <

1 1
ﬁ +—UW’n(@,7T).

—Uw, (0, 7r)> 7

- 1
UWs,n(@a 7T> \/—

lorsque n tend vers I'infini. On a

— Uws.n (0O, m) converge en probabilité vers 0

1 1
\/—UWsn(e 77) \/_an(H 71')
. 1
; 7( Ob 08 w08 08) ()
. 1 n (Ob OC)— (Ob,(’)g’) I R
N _E — 71-2(06 Oc) + OP<<7T<02701) - W(O“O,L)) ) 61(1)1(9>,
1 O [7(08,08) — 7(0F, 0%) ,
— o K] K3 7 1 @ 6
n ; m2(OF, 0F) + Op(n,,) | 0:®:(0),
5 8 Kn(0}=04,05-05)
— (0}, 0%)
1 > Kn(0h=07,05-05) )
= - = P,
2 (0%, 05) + Orli) | :2l6)

N [5]- _ (o, 05)} K(04 = 04,05 - 05)
”2;; (07, O5)hif (O = OF, O — O5) Pl )
_ _Li Z 0, = (0%, OD) b, — w(OF, O (0 = OL, 05 = O) |
n’ i=1 j=1 | (0}, Oc)hdf(ob 0y, 0 — 05)
- O5)[6; — m(OL, OF WOV =0, 05 — O
Z Z 2( b ( )] (b ’ ) @1(9) + OP(nn)'
= =1 ™ ((’) Oc)hdf(Ob 0;,0¢ — 05)
Par la loi faible de grands nombres, nous avons
Z [6; — (O, OC)]Kh(Ob 02,05 - Of)
(0P Oc)hdf((’)b 0%, O — 0%)

converge en probabilité vers 0.
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De plus, en utilisant le théoreme de Slutsky sous ’hypothese B4, on a

oy

=1 j=1

D

=1 j=1

[ [0: = m(07, 05)] |8; — m(OF, OF) | Kn(OF = O, 05 — O5) [cp.(@)}

72(OF, O hif(OF = OF, Oc — OF)

[ 5 —( Ob OC)}Kh(Ob Ob Oc O5) [q)(@ﬂ Foo.

(O, O hdf(OF = OF, O — OF)

Par conséquent, il suit que \/LEUWM(@, T)— \/iﬁUWn(@, 7) converge en probabilité vers 0
lorsque n tend vers I'infini. Aussi, par la loi faible des grands nombres on a \/iﬁUmn(@, )
converge en probabilité vers 0. Donc, en utilisant le théoréme de Slutsky, on obtient
la convergence en probabilité de \/LEUWS,H(@, 7) vers 0.

Lemme 3.2 Supposons que les hypotheses (B1), (B4) et (B6) a (B10) sont satisfaites.

Alors, i’HWS 2(©,T) converge uniformément en probabilité vers ¥,(0, ) dans un voi-
8

aUW.s n (9 7T)

sinage ouvert de O, ott Hyy s, (0, ) = — 557

Preuve du Lemme 3.2

On montre que

1
vn

n

1
:EZX:

1
Hw’n<@, 7T)

HWs,n(®7%> - %

1
7( Ob o5 (0,05

9%,(0)
00T

0i

)

[0 — m(OF, 05) | K,(04 = OF, 05 — 0%)
J 1 1 7

- Z Z 09,(0)
n’ | (0 0hF(OL = OF, 00 — 0F)

00T

+ OJP(UZ) 0;

Y

= -3 ). [[0; = (0, 09)] [3: — (0%, OF)| Kn(©} = 0%, 05 — %) [ 90,(6)
n’ i=1 j=1 L (O, Oc)hdf(ob 0% O — %) 00T
02)[6; — (O}, 09)| I,(O% = O, 05 — 09)| [ 90,6
ZZ 7( ¢ )] Kn(O} j ) (T) - Os(ny).
i1 1 7f2((9b O5)hf(OF = O, O° — O5) 90

De plus, en utilisant les mémes arguments que dans la preuve du Lemme 3.1, nous
montrons que \/LEHWs,n(G), T) — \/LE’HW,”(@, 7) converge en probabilité vers la matrice
nulle. Ensuite, par la loi faible des grands nombres, \/LHHWS,”(@, ) converge en pro-
babilité vers ¥;(0, 7). D’autre part, en utilisant le théoréeme de Slutsky, nous avons
\/iﬁ?-[w,n(@, 7) converge en probabilité vers 3 (0, 7). De plus, sous les hypothéses (B1)
et (B10), nous avons la convergence uniforme en probabilité de \/LE’HWS,H(@,%) vers

¥1(©, ) dans un voisinage ouvert de O,.
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Par conséquent, en utilisant le théoreme de la fonction inverse de Foutz (1977),
il existe une unique solution consistante de '’équation d’estimation Uy, (0,7) = 0
dans un voisinage de O,. Il s’ensuit que (:)WS est un estimateur consistant de ©.

Maintenant, nous établissons la distribution asymptotique de \/H(C:)Ws,n — Oo).

D’abord nous prouvons le Lemme 3.3 suivant.
Lemme 3.3 Supposons que les hypothese (B6) & (B10) sont satisfaites.
Alors, Uv,,,(6.7) ~ Un(0.7) = 3 [%792]1(6) + Oc(1n,),

Preuve du Lemme 3.3

On a

UWs,n<07 %) - UW,n<87 7T)

= . (01, 07) — (O, OF) ~(b e b ey) 2
L 2": [7(08, 05) — n(OF, 0%)
\/ﬁ i= 72(05‘)7 Ozc)

5;9;(0),

+ Op(n) | 6:2:(0),

zlaj Kh(ogzof,o;—og)

- 7T(0$7 Of)

iKh(Ob 0b,05-0%)
(0}, 05)
iz [|0; = (08, 09)| K (0} = 0, 05 - %)
| (O, OH)hif(OF = OF, O — %)
n '[5j—7r(05,(9;)] [6; — T(OF, O] K, (OF = OF, 05 — O5)D,(0)
m2(OF, O hif(OF = OF, O° — OF)
(08, 0%)[8; — w(OF, OF)] Kn(OF = OF, 05 — %)
m2(OF, O hif(OF = OF, O° — OF)

+ Op(n2) | 0:9;(6),

- GX |

0;9;(0),

+ OP(ﬁi)

®i(0) + Op (1),

ou
1o [0 = (0096 - m(0r, 09)| (0} = 0, 05 - %)
Tin = ——=»_ 3 P;(0),
el 72(OF, O9)RAf(OF = OF, O — OF)
1 [ 7(0b, 09)[§; — (O, O O = O, 05 — 05
L, = 3% ( )[0; — mi(OF, O5) ] Kin( : ) 3,00).
mi:l =1 L 7r2((’)§’, Oc)hdf(ob Ob Oc - 05)
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D’abord, on montre que T;,, = Op(7,). Pour le prouver, nous montrons que E(T;,,) =
O(n,) et var(Ty,,) = O(n?). Dans la suite, la notation O(a,,) désigne un vecteur colonne

ou une matrice dont les composantes sont uniformément O(a,,).

Posons
1 — 701,09 [3. — n(01.09)| (0} = 01,05 - 9] )
Tii = [ .
’ m2(OF, O hiF(OF = OF, O° — OF)
On remarque que
0 sii#j
) — b ¢ )| = c
B(r;) = E[E (|0} = 01,05 - 07)] E[—[l_?éfif)”} 5:0)| sii=j

ensuite

_ [1 B 7T(O§)’ OZC)} b c
- E<E (05, 0%) ‘D"(@)‘Q’QD’

o[ =w(0h00)]
- E[ ooy O

®;(0)

[[1 — (0%, 05)]
(0%, O5)

Donc, nous avons

E(Ty,) = \/_ZZE Tij)

j=11:=1

u 1-7m(0,00)] .,
- \/_Z [ Ob ) }q)i(@)

Y

1 [ m(0),00)]
- [ 7(0, %) 1(@)]’
E(Ti) = O(n).

De plus, on a

[@ — (O, 05)} [@- — (O, OC)] Kn(O8 = O, 02 — 0%)
COV(Tl‘j,Tkg) = E( 5 ) (1)1(6)
72(0F, O9)hd F(O = OF, O° — %)
.~ (0L Op) ][5 — (O Op) | (Ot = OL OF - 0D
* 72(O, O R F(Ob = OF, O° — OF) «(0) ]
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Alors, nous obtenons

)
si k#i,5et (#£1,7,
si k#1,57et {=1iouy,

cov (7, The) = 2
[1-siopon]® [q>;<@>]®1 Sik=jetl=i

E\ —=oros

\

En remarquant que chaque terme des sommes doubles dans I’espérance ci-dessous
résulte d’'un terme d’ordre O( h2d> on obtient

E[T%ﬂ _ IE_ (Z DY >TUTJ]]

£ j=3" i=i =i  i=j,3'=j",j#)’

=B nhd > mrly| +0( 2%)

i j=5'

[ 1
=k _n(nhd)zi#i,%i/#% + O(th) )
i n (0, 09| @0 n
= E _ (nlhd) ([Ob OC<)f 2O )] ([91;’(@3] @f);((sj — (07, 05)) x
Kn(Oh = 08, 0° — Zn: (O, 09) K, (O, = OF, 05, — 09) | + o( ;Qd)
=
®2
n |6 — (o8, 09| @, 0) n
= E (ngd)%zw([o%,og) (0 } (,[)?700]09;(53' — (0}, 09)) x
K, (0) = 0%, 05 — 092(5 (08, 09)) Ky(OF = O, 05, — 0%) 0(#),
=
= O().
Par conséquent, T, = Op(7,).
Par ailleurs, nous avons
) [0 — (08, OF)| Ki (08 = OF, 05 — O
o = f ;2 [ (gb oc()hld’f(clo)]_ zo(b 0c — 0) 2

1 Z [6; — =(OF, 09)]
Ve | w(03,05) hif(Ob = Ob, O° — O

%ZKh(OS = O?a Oz‘c - O;)(bi(e)]
) )
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_ Op — T Ok? Or)
T2n - Z (927 OC)
m(0%,05)

=1

©;.(©) + Oe(n;)

?

Ce qui implique que

5, — (O, (’)C) .

Ce qui acheve la preuve du Lemme 3.3.
Par un développement de Taylor de UWM((:)WS, 7)en (O, 7),on a

1 OUwsn(Oo, )

0= UWs,n(@Wsa /7F> = UWs,n<607 %) + \/ﬁ(@Ws - 60) + OIP’(nn)

Jn 00T

De plus,

(1 OUwen(©0,7)]

AN s,m , T

Vn(Ows — 0g) = %% Uwsn(©o, ) + Op(n,)

- -1

1 OUwsn(Og, 7 R
= %% [Uw,n(Go,W) + <Uws,n(@077T) - Uw,n(@o,ﬁ))} + Op(n))-

Nous avons
var|Uw,.(0,7)] = var [Uw,n@, )+ (Usn(©,7) — Uppn (O, 77))]
= var|Uinn(0,7)] + var [U,(0,7) = Un(0,7)] +
2cov [me(@, ), (U sn(©,7) — Unn(O, w))] .
D’autre part, par les hypotheses (B4), (B6), (B8) et (B9), nous avons

1

var [UWJL(G),W)] =E (0.0 [‘1)1(@)}@2]-

Ensuite, on montre

cov[UW,n(@,W), (Uwsn(0,7) — Uwa(©, W))]

o (51 — (08, Of)) [@1(@)] ®2

= -E
(01, 05)

+ O(nn),
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01 (51 - W(Olﬂ 0(1:))

= -E|E
( (O}, 0F)

1 - 7T-((911)7 Of)
(0}, OF)

wi0)] |0t 0

) + O(mn),

®2

—E 21(©)] | +0m),

Enfin, on a

var[Ui.,(6,7) — Uwa(€.7)] = E—(él ;2:((9?0(310 [@1(@)}@_ +0(n)

2
= E 7r2<(r)b OC) [q)l(@) 01701 +O(7in)
1» 1 -
1 7(0},0) ®2
o o0 [%©)] | +0om)
Il s’ensuit que
- [,(0)]** HE. -
= Bl | —E|E | L E|[® .

= 33(00,7) — [E5(80, 7) — 5(B0, 7)] + O(n).
Par conséquent, en utilisant le Théoréme Central Limite, nous avons Uy, (0, 7) 4
/\/(0, 35(00, m) — [£3(O0, T) — Z§(Oo, 7T>]> De plus, comme —=Hy; (O, 7) converge en
probabilité vers 3,(0,). Ainsi, en utilisant le théoreme de Slutsky, on a \/ﬁ(@ws -
©p) converge en distribution vers une loi normale multivariée centrée de matrice de

variance-covariance Xy, ol

T

Zws = |Z1(00) ] (Z2(60, ) — [Z5(0, ) — T5(60,m)] ) [Z5(00)] -

Ce qui acheve la preuve du Théoreme 3.2.

3.4 Méthodes d’imputation multiple non-paramétrique

L'imputation multiple (MI) est une méthode simple mais puissante pour traiter
les données manquantes. Lobjectif de 'imputation multiple est de générer des va-
leurs possibles pour les valeurs manquantes et de créer ainsi plusieurs ensembles
de données " complets ". Dans ce qui suit, nous proposons deux méthodes d’'imputa-
tion multiple non paramétrique pour estimer les paramétres du modele de régression

ZIBP lorsque certaines covariables sont partiellement observées. Les méthodes MI
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présentées s'inspirent des travaux de Wang et Chen (2009).
Soit la distribution conditionnelle empirique

_ Xk KW (O) = 07, 05 - OF)
22:1 5€Kh(02 = Of? OE - Ozc)

F(z]0;) 1(Z, < 2), (3.8)
ou /(.) désigne la fonction indicatrice qui est définie comme suit: I(Z;, < z) = 1 si
toutes les composantes de Z; sont inférieures ou égales aux composantes correspon-
dantes de z et I(Z; < z) = 0 sinon.

3.4.1 Methode 1

La premiere méthode MI est une méthode d’estimation du type de Rubin (2004).
On la note MI1. Considérons O = (Y7, Yy, X091 W(Obs)’T)T, le vecteur des variables
qui sont toujours observées sur chaque individu. On suppose que O est un vecteur
contenant un mélange de variables discretes, catégorielles et continues. Comme pour
la section précédente, on pose O = ((’)b,(’)c), o O° € RY est un vecteur de va-
riables aléatoires continues de dimension d et O est un vecteur de variables aléa-
toires discretes et catégorielles de dimension b. Nous rappelons que les variables qui
contiennent au moins une données manquantes Z := {X() W)} sont MAR.
Etant donné un nombre M de replications, la procédure d’imputation de la méthode
MI1 peut étre résumée comme suit :

Etape 1 : Lorsque §; = 0, nous proposons d’imputer un Z; avec un Zﬂ}, qui est gé-
néré aléatoirement a partir de la distribution conditionnelle estimée F(z|O;), pour
1=1,...,n,v=1..., M. Ainsi, nous estimons la valeur inconnue de la covariable Z;
par
> 2L (0) = O, 05 — %)
Zi,v:kzln , o v=1..., M.

>0, (O0f = O}, 0F = O5)

=1

Etape 2:Surlabasedes M ensembles de données imputées, le parametre du modele
sous-jacent est ensuite estimé séparément en utilisant chaque ensemble de données
imputées.

Soit ©, la solution des équations d’estimation
~ L 1 <& ~
0,(0) }iZI:UZ,U@) ﬁ; [6:0:(0) + (1= 8)i,(0)] =0, v=1,....,M,  (39)

ou CAISM(G)) est le score obtenu a partir du v-iéeme ensemble de données imputées pour
1=1,....netv=1,... M.
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Etape 3 :lestimation par imputation multiple de © est donnée par

Selon Rubin (1976), var(6")) est un estimateur de var(©'?), ou

mil

N 1 oU,(©, . U, (O,)\ "
var(e())) = MZ{<_ a@(T )>Hu(@v)(— aéT )) } (3.10)
v=1

1 )Zi\/ll (@v - émi1)®2

1 _
+(+M M_1 )

avec

3.4.2 Méthode 2

La deuxiéme méthode MI est inspiré de Fay (1996), nous la notons MI2. La pro-
cédure de cette méthode d'imputation multiple se déroule aussi en trois étapes. Pour

M
I'Etape 2 de cette procédure MI, nous définissons ¢,(0) = ;> ®;,(O) et nous uti-
v=1

lisons I'expression ﬁv(@) dans I’équation (3.9) pour proposer la fonction d’estimation
suivante :

Uis(0) = - 3 0(6) = %i 5:8.(0) + (1 5)B,(0)]. 3.11)

Soit (:)%2) solution de ’équation (3.11). C:)%Q) est I'estimateur de © obtenu par la

deuxiéme méthode MI (MI2). Selon Rubin (2004), un estimateur var[U,.i»(©)] est
donné par :

M ®2
var([U,.)(0)] = % @(ﬁv(@m(“%)wl( — ) |
M 2 % (NJU(G) Uni2(©) >
= %;;[w@)}@ +(1+%)v1< - ) |
M o > (7.0))”
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Le passage de la premieére ligne a la deuxiéme est justifié par le fait que les (71-,1,(@)
sont des vecteurs aléatoires indépendants et identiquement distribués et on utilise
Umig(@(M)> = 0 pour la deuxiéme a la troisiéme.

mi2
Soit H,,:2(0) le gradient de —U,,;2(0O). Par un développement de Taylor, on obtient
0 = Upnio(0113) = Upnia(©) — Hinia(©)(O4i3 — ©) + 08 (1).

D’ou, Var(@mn) peut étre estimé par

var(6U) = [H‘l (@)}@-[UW)(@)} [%—1 (@)} ! (3.12)

> (T.0))°
1 v=1 ! -1 T
+<1 + M) M—1 ) [Hmﬂ(@)] ' (3.13)
Les expressions des estimateurs de Var(@%l) ) et var(@%l)) dans 3.10 et 3.12 ont été

proposées par Lee et al. (2016). Motivés par le fait que les estimateurs de variances
des estimateurs MI var((:)%l) ) et var((:)%l) ) basés sur I'idée d’estimation de la variance
proposée par Rubin (2004) fonctionnent mal dans le cas du modele de régression
ZIP avec covariables MAR, nous proposons une formule modifiée pour estimer les
variances des estimateurs MI basés sur la variance asymptotique de l'estimateur

IPW semi-paramétrique proposé par Lukusa et al. (2016).

-

Théoreme 3.3 Supposons les hypothéses (B4), (B6) a (B10) sont vérifiées.
Alors \/ﬁ((:)(M) Oy) et \/ﬁ((:)(M) — ©y) sont distribués asymptotiquement suivant

mil ~ mi2

une normale multivariée centrée et de matrice de covariance ¥*, ou
T
v = [2;1(@, ﬂ)} A(O,7) [2;%@, w)] ,

avec
L 8Uws7s(®, 7T)

/n 007

—))cp’;(@)) .
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-

Remarque 3.3 Un estimateur consistant de la matrice de variance-covariance

* est donné par :

1 (21007 A©.4) [ n(@,ﬁ)_l]—ra
o
65 - %; (ﬁ(%l)qmen{1_7%(%2)]6:(@))@2
+%(1 — 6)[@:,(0) — 2;(©)]
et

o i 8 BL(O) K (O} = OF, OF — OF)

2 -1 0 (0] = 07,05 = 0)

Preuve du Théoreme 3.3
La preuve du Théoreme 3.3 est la conséquence des deux lemmes suivants que nous

énoncons et établissons dans la suite de la section.

Lemme 3.4 Supposons les hypotheses (B4), (B6) a (B10) sont vérifiées. Alors U,,;»(©)
converge en distribution vers une normale multivariée centrée et de matrice de variance-
covariance A(©, ) lorsque n, M — oc.

_ M
Rappelons que ®;(0) = E[®;(0)|0?, O¢] et ®;(0) = ;> ®;,(0) ,i=1,...,n.

v=1
On a

Una(®) = =3 (50(0) + (1-5)i(6))

1 ~
7521 = 0)((6) ~ E¢(3.1(0)
1 — ~ .
R (1= ) (5 ($:1(0)) - 2}(8)). (3.14)

D’abord, on peut remarquer que le second terme de la décomposition de U,,;»(©) dans
(3.14) nous permet d’écrire :

%Zﬁ — &) (@(@) - Eﬁ@m@)) — 0p(1).



3.4. Méthodes d’imputation multiple non-paramétrique 93

En effet, étant donné O,, &Dw(@), v = 1,..., M sont indépendants et identiquement
distribuées selon F(z|O;). Ainsi, on a

i(0) — Ep(Bi0(0) = D [8:(0) — Bz ($:1(0)[0;) | = 0s(M7172).

Il s’ensuit que
23005 (F0) - Bi@4(0) = 001,

Ensuite, le troisieme terme de la décomposition de U,,;2(©) dans (3.14) peut s’écrire
comme suit :

1 = *
S ONE 5) (Ep(8:1(0)) — ;(0))
=1
T { " .04(0) K (O) = O, 0F — 0) N~ 0:Kn(O) = O, 0f — %) }
Vi = 0,K,(08 = 0, 0 — %) =308, K (00 = 01, 05— 0%)
=1 =1
_ Ly _5.){ " 5(24(6) — PY(O)) Kn(0} = os,oz—on}
\/ﬁi:1 k=1 3 (Sth((’)? = O?, O]C» — Of)
j=1
n n I b _ b c _ (e
) %Z s { G(4(6) — @(O)) Ki(O} = O}, O O»}
i=1 k=1 S KR (0 = 08, 05 — Of)
/=1
> Kn(Of = 0}, 07 — O)
) {“ }
J;Kh(@? =0y, 05 - 05)
RS 2": 5:(Pk(©) — 5(0)) K1 (O} = 08, 05 — O5)
N n 7AT(OZ) 2 b __ b c c ’
i1 k=1 Y Kn(O; =0;,05 - 0Of)
(=1
1 « —~1—-0;| Ky(O} =00 05 - O)

TO) [ S~ k(00 = 00, 05 - 0 }
=1

- L 5k<“”—w’“)>(¢k(@)—¢;(@))+o]p<1). (3.15)
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En utilisant (3.14) et (3.15), on peut écrire

Enfin, comme le premier terme dans (3.16) est la somme de vecteurs aléatoires indé-

+ Op(M~Y2) 4 0p(1).  (3.16)

pendants et identiquement distribués, on utilise le Théoréme Central Limite multiva-
rié pour montrer que U,,;»(0) converge en distribution vers une distribution normale
centrée et de matrice de variance-covariance A(O, r) lorsque n, M — oc.

Ce qui acheve la preuve du Lemme 3.4.

Lemme 3.5 Supposons que les hypotheses (B4) et (B6) sont vérifiées. Alors on a
Eg|0,(0)[0] = U (0,7)

et ~
oU,(©)
Eﬁ { 00T

Preuve du Lemme 3.5

 OUw,(0,7)
‘9] = eT

Notons que ®;(0) est 'expression du score lorsque toutes les covariables de I'individu
i sont observées et ZIS@,D(@) celle lorsqu’au moins 'une des valeurs des covariables est
générée. On a

B[ (0,,(0)0)] = 3 WA= OLOLZONNO) -y oy
F 2,V ¢ - n ) — Ly Lyt .
= Y0K(0 = 08,0 — 07
j=1

Par conséquent, on a

Ex(0.0)10) = Y_[5Es(9:(6)|0))) + (1~ 6)Ex(..(0)10))]

- "L 5K (O = O, 08 — 09D, (O
S 0B [0 0)j0] + (1-0) 3 XA )B4(0)
k=1 25 K(Ob Ob Oc (97,0)

Y

j=1
u 1

- ;W@(@)’

= Uwsn(0,7).

U, (©)
00T

En utilisant la méme demarche, nous montrons que E5 [ SoT

O:| — 8UWs,n (67%)
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Par conséquent, on a

aﬁv((a)} B E[w] (3.17)

00T 1 Al

Donc par un développement de Taylor de ﬁv((:)v) en O, on a

E|

aU,(0)

0=0U,(0,) = U,(0)+ [W} Vn(©, —0).
M
Comme U,,;2(0) = +; > U,(0) et en utilisant (3.17), on obtient

Il
—

v

0 = Uypio(OM)) = U,i0(0) — 21(0, 1)v/n(02) — ©) + Op(M~/2) + Op(1).

mi2 mi2
Par conséquent

V@M —0) = 5710, 1) Upnia(©) + Op(M~/2) + Op(1).

mi2

Finalement, \/ﬁ((:)(M) —0y) est distribué asymptotiquement comme une normale mul-

mi2

tivariée centrée de matrice de covariance Y*.

Théoréeme 3.4 Supposons que les hypothéses (B1), (B4), (B6) a (B10) sont vé-

rifiées.

SO0 _ () SO0 .
Alors \/n(0,,;{ —06,,:) et /n(O,,;5s —Ow,) convergent en probabilité vers 0 lorsque
M, n — oc.

Nous montrons d’abord I’équivalence asymptotique entre les estimateurs de MI1

et MI2. Par un développement de Taylor de ﬁv(@v) en O et par des calculs, nous

obtenons
Vn(©, — 0) = 74O, 7)n" 20U, (0) + Op(1).

De plus

. 1M

@mzl = M;@U
Ce qui entraine que

~ Ll M
V(O it — ©) = [21(@, w)} n (MZUU(@)> + Op(1). (3.18)

v=1

- M
En procédant de maniére similaire et en utilisant le fait que ®; = %Z(I)i,v, nous

v=1
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montrons que

V(B - 80) = [Zi(0, } —1/2< i (©)) + Os(1). (3.19)

~

A partir des expressions (3.18) et (3.19), nous avons /n(0,,:» — émil) = Op(1). Donc
\/ﬁ(@)mm — @mil) converge en probabilité vers 0.

Montrons maintenant que les estimateurs IPW semi-paramétriques et MI2 sont

asymptotiquement équivalents.
Nous avons

Una(©) = =32 [8(0) + (1 - 8)E4(8.1(0)10%.0%)]

+%g[(1—50<@(@)—1€p( 1©)0r0)].

Upin(©) = %iéi@i( Z(skcpk[ © oc)_l]
(1—51«)%;[@(@)—15: (007,09},
= Uran(©7) + (100723 [8:0) - By (3001, 07)]

En outre, on a

De plus,

%g[ﬁiu—m(m@%m 1(0)]07,07) )| = 0p(1).

Par conséquent,
Umi2(©) — Uwsn(O,7) = Op(1). (3.20)

~

Ensuite par un développement de Taylor de Umig(@ffl\g ) en O et Uy4s(©,7) en ©
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respectivement, on a

0 = Upia(043) = Upiz(©) — $1(0,7)v/n(O) — ©) + Op(1) (3.21)
et
0 = Uy (O, 7) = Ups(0,7) — £1(00, T)v/n(Ows — O) + Op(1). (3.22)

En utilisant (3.20)-(3.22), on obtient

V@M — By, = 10, 1)vVn|Upnia(©) — Uns(0,7)| + 0p(1),
= Op(M~2)+ 0p(1).

Par conséquent, \/ﬁ((:)%g — Ow,) converge en probabilité vers 0 lorsque M, n — co.

Les méthodes d'imputation multiple MI de type 1 et 2 sont asymptotiquement équi-
valentes. Elles fournissent toutes deux des estimateurs consistants et asymptotique-
ment normaux. Toutefois, la deuxieme procédure MI2 présente 'avantage de ne ré-
soudre les équations d’estimation qu’une seule fois au lieu de M. En outre, il convient
de noter que les approches MI peuvent étre aussi utilisées lorsque les structures des

covariables manquantes sont plus complexes et non monotones.

3.5 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons une étude de simulations numériques pour
évaluer dans différents scénarios le comportement en échantillon fini des estimateurs
suivants :

e Fn - Uestimateur du maximum de vraisemblance qui est obtenu lorsqu’il n’y a
pas de covariables manquantes. Cet estimateur est utilisé lorsque les "données
sont completes” (en anglais "full data") on le nomme FD-estimateur

- (:)W,n : Pestimateur IPW paramétrique

— Oy, : Pestimateur IPW semi-paramétrique

— O, : Vestimateur de la premiére méthode d’imputation multiple (MI1).

- @mg : 'estimateur de la deuxiéme méthode d’imputation multiple (MI2).

3.5.1 Simulation des données

Nous simulons les données selon le modele ZIBP (3.1)-(3.2)-(3.3) défini par ce qui
suit :

10g1t(7T1) = ’}/TWZ‘,
log(M;) = B Xi, log(Aa) = B, X, et log(u) = a,
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avec X; = (X1, Xjo, Xi3) ' et W; = (Wiy, Wig, Wiz, Wiy) ot Xiy = Wi = 1, et Xio, ..., X3,
Wiy et Wi, sont générées indépendamment a partir des distributions de Bernoulli
B(1,0.5), normale N(0.9;2.3), normale N(0.3;1.3), et uniforme #/(1.2,1.9), respective-
ment. Sans perte de généralité, on prend X;3; = ;3. Les parametres de régression (3,
(2 et a sont choisis comme suit:
By =(—0.3,0.8,0.2)T, B> = (0.8,0.7, —0.4)T et o = 1.3.
Nous prenons successivement deux valeurs du parametre de régression ~ :

— v=(-08,-0.5,-1,0.2)" pour avoir 30% d’inflation de zéros.

— v=(-04,0.3,-1,0.53)" pour avoir 45% d’inflation de zéros.
En utilisant ces valeurs, les proportions moyennes d’inflation de zéros dans les en-
sembles de données simulées sont de 30% (respectivement, 45%).

Sous 'hypothése MAR, la probabilité de sélection 7(O;) est d’abord estimée para-
métriquement par 7(w, 0;) = P(6; = 1|0;) = logit ' (w'O;) ou O; := (1,Y7, Yy, Xy, Wy).
Dans ce cas, le parametre de régression w est choisi de tel sorte que des proportions
moyennes de données manquantes dans les échantillons simulés soit successivement

égales a 25% et 40%. Ensuite, nous avons estimé la probabilité de sélection 7(0;)
non paramétriquement par 7(o) = > 0K (0= 04~ oy K » est un noyau multipli-
i=1 3 (040" 05 —0")

i=
catif (les noyaux discrets associés de Dirac pour les variables discrétes et le noyau

Gaussien pour la variable continue W,) et h = 1.06sdy4n~/°. Puisque X5 = Wj, les
covariables sont manquantes a la fois dans la probabilité de mélange logit(s;) et dans
les expressions des parametres de Poisson log(\y;) = 3] X; et log()\y;) = B4 X;. Nous
considérons les tailles d’échantillon suivantes : n = 500 et = 1000. Les estimations
des méthodes d'imputation multiple MI1 et MI2 sont obtenues avec M = 30 impu-
tations (d’apres nos expériences numériques, ce nombre d’imputation est suffisant
pour garantir la stabilité des estimations). Notons que les simulations sont réali-
sées a l'aide du logiciel statistique R (R Core Team, 2018). Nous utilisons le package
maxLik (Henningsen et Toomet (2011)) pour résoudre les équations d’estimation (3.7)
via un algorithme de Newton-Raphson.

3.5.2 Résultats des simulations

Pour chaque configuration des parametres du plan de simulations [taille de
1’échantillon X proportion d’inflation de zéros X proportion de don
-nées manquantes], nous simulons N = 500 échantillons. Pour chaque estimateur
cité dans la section précédente, nous calculons le biais moyen, I’écart-type empirique
(SD), erreur quadratique moyenne (RMSE) sur les N échantillons simulés. A des fins
de comparaison, nous fournissons également les résultats qui seraient obtenus s’il n’y
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avait pas de covariables manquantes. Dans les tableaux 3.1 a 3.5, nous fournissons
les résultats des méthodes d’estimation pour chaque configuration des parametres
du plan de simulations avec n = 500. Les tableaux 3.6-3.8 fournissent les résultats
pour chaque configuration des parameétres du plan de simulations avec n = 1000.
D’apres les tableaux 3.1 et 3.8, nous observons de maniére générale que le biais de
nos estimations sont faibles pour une taille d’échantillon relative modérée. Puis, les
biais, les SDs et les RMSEs décroissent lorsque la taille de ’échantillon augmente. En
outre, comme on pouvait s’y attendre, pour une taille d’échantillon n et une propor-
tion de données manquantes fixes (lorsque des données sont manquantes), on observe
que les estimateurs des parametres [, ;s, 52S et a,,s (respectivement, 7;s) sont plus
performants lorsque la proportion d’inflation de zéros diminue (respectivement, aug-
mente). D’autre part, on peut également observer que pour une taille d’échantillon
n et une proportion d’inflation de zéros toutes deux fixées, nous observons que les
estimateurs proposés sont plus performants lorsque la proportion de données man-
quantes diminue. Notons que I'estimateur FD est évidemment plus performant que
les estimateurs proposés, mais I'estimateur FD n’est pas approprié lorsque des don-
nées manquantes sont présentes. L'estimateur FD est utilisé comme référence pour
les comparaisons. Globalement, les résultats numériques obtenus montrent la bonne
performance des méthodes étudiées pour I'estimation du modele de régression ZIBP

lorsque des covariables sont manquantes.

Les performances des méthodes MI se rapprochent de celles de la méthode IPW
semi-paramétrique en termes de biais, SD et RMSE. De plus, les résultats numé-
riques confirment I'équivalence asymptotique des estimateurs de type MI. Cepen-
dant, nous recommandons d’utiliser le deuxiéme type de MI (MI2) pour réduire la
charge de calcul. En effet, 'estimateur MI2 est obtenu a partir d’'une seule résolution
des équations d’estimation au lieu de M dans la méthode MI de type 1. Ainsi, dans
la section suivante, nous considérons comme méthode MI uniquement la méthode
MI de type 2. En outre, I'estimateur IPW semi-paramétrique et les estimateurs de
type MI 1 et 2 sont asymptotiquement équivalents, ce qui est conforme aux résultats
théoriques.

Comme nous pouvons le remarquer, lorsque la taille de ’échantillon est impor-
tante, les performances des méthodes d’estimation proposées sont trés proches de
celles de la méthode d’estimation EMV (FD-estimateur) qui sert de référence pour
les comparaisons.

Spécifiquement dans les résultats des simulations présentées, nous constatons

que les estimations IPW-paramétrique semblent meilleures que celles des méthodes
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non-paramétriques. Cependant, lorsque les probabilités de sélection sont mal spéci-
fiées, la méthode paramétrique donne de mauvais résultats, voir Diallo et al. (2019)
pour plus de détails.

Pour évaluer la qualité de 'approximation gaussienne énoncée dans les Théo-
rémes (3.2), (3.3) et (3.4) nous fournissons des graphiques Q-Q plots normaux des
estimations (3, — vi)/s.e.(Yin), j = 1,...,4, (BLM — f1,5)/s. e.(§17j7n), j =1,...,3,
(BQJW — Ba)/s-€. (EQJM), k=1,...,3 et (a, — «)/s.e.(d,). Nous fournissons ces gra-
phiques pour n = 1000 avec 45% de proportion moyenne d’inflation de zéros dans les
échantillons et 25% de données manquantes. Les figures 3.1 a 3.4 fournissent des gra-
phiques Q-Q plot pour (J1,,...,54n), (31,1,11, . ,/73’\1737,1), (@,17”, . ,,@2,3@), Q,, respecti-
vement qui sont obtenus par la méthode IPW semi-paramétrique. De méme, les fi-
gures 3.5 4 3.8 fournissent des graphiques Q-Q plot pour (31, ..., 94x), (31,1,717 . BLM),
(3271,71, o ,3273,,1), a,, respectivement qui sont obtenus par la méthode MI de type 2
pour n = 1000, 40% de données manquantes et 45% de d’inflation de zéros. Les gra-
phiques des autres scénarios simulés sont similaires et ne sont donc pas présentés.
D’apres ces figures, il apparait que 'approximation gaussienne des distributions étu-
diées théoriquement sont satisfaites, méme lorsque la proportion de données man-

quantes et la proportion d’inflation de zéros sont importantes.
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tillons n = 500. Proportion moyenne d’inflation de zéros 30%. Proportion moyenne de
données manquantes est égale a 25%. SD: écart-type empirique. RMSE: racine carrée

Tableau 3.1 — Résultats de la simulation pour N = 500 replications, taille des échan-
de lerreur quadratique moyenne.
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tillons n = 500. Proportion moyenne d’inflation de zéros 30%. Proportion moyenne de
données manquantes est égale a 40%. SD: écart-type empirique. RMSE: racine carrée

Tableau 3.2 — Résultats de la simulation pour N = 500 replications, taille des échan-
de I'erreur quadratique moyenne.
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Tableau 3.3 — Résultats de la simulation pour NV = 500 replications, taille des échan-

tillons n = 500. Proportion moyenne d’inflation de zéros 45%. Proportion moyenne de
données manquantes est égale a 25%. SD: écart-type empirique. RMSE: racine carrée

de I'erreur quadratique moyenne.
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Tableau 3.4 — Résultats de la simulation pour N = 500 replications, taille des échan-

tillons n = 500. Proportion moyenne d’inflation de zéros 45%. Proportion moyenne de
données manquantes est égale a 40%. SD: écart-type empirique. RMSE: racine carrée

de I'erreur quadratique moyenne.
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tillons n = 1000. Proportion moyenne d’inflation de zéros 30%. Proportion moyenne de
données manquantes est égale a 25%. SD: écart-type empirique. RMSE: racine carrée

Tableau 3.5 — Résultats de la simulation pour N = 500 replications, taille des échan-
de I'erreur quadratique moyenne.
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tillons n = 1000. Proportion moyenne d’inflation de zéros 30%. Proportion moyenne de
données manquantes est égale a 40%. SD: écart-type empirique. RMSE: racine carrée

Tableau 3.6 — Résultats de la simulation pour N = 500 replications, taille des échan-
de lerreur quadratique moyenne.
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tillons n = 1000. Proportion moyenne d’inflation de zéros 45%. Proportion moyenne de
données manquantes est égale a 25%. SD: écart-type empirique. RMSE: racine carrée

Tableau 3.7 — Résultats de la simulation pour N = 500 replications, taille des échan-
de I'erreur quadratique moyenne.
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tillons n = 1000. Proportion moyenne d’inflation de zéros 45%. Proportion moyenne de
données manquantes est égale a 40%. SD: écart-type empirique. RMSE: racine carrée

Tableau 3.8 — Résultats de la simulation pour N = 500 replications, taille des échan-
de I'erreur quadratique moyenne.
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Figure 3.1 — QQ-plot normaux pour 7 ,,...

zéros et 25% de données manquantes.

MNormal Q-Q plot forgmn

<
= _|
o
w
]
= o™~
£ o
g
C a4
a2 <9 7|
£
B @
S
@ o
Q T T T T T T T
3 2 A1 0 1 2 3
Theoretical Quantiles
~
Normal Q-Q plotfor B4 3,
<
S
2 o
£
@
E]
g o
@ &
a o
£
@
55}
2
o
P
T T T T T T T
302 A 0 1 2 3

Theoretical Quantiles

Sample Quantiles

0.8

07

0.5

Normal Q-Q plot for 35,

Theoretical Quantiles

Normal Q-Q plot for 7, ,

Theoretical Quantiles

,Ya.n avec n = 1000, 45% d’inflation de

Mormal Q-Q plot foralzln

0

Theoretical Quantiles
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zéros et 25% de données manquantes.
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Figure 3.3 — QQ-plot normaux pour 3271’71, - B\ng avec n = 1000, 45% d’inflation de
zéros et 25% de données manquantes.
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Figure 3.5 — QQ-plot normaux pour 7 ,,,...,7%, avec n = 1000, 45% d’inflation de
zéros et 40% de données manquantes.
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Figure 3.6 — QQ-plot normaux pour 31,1,7“ o ,3173,,1 avec n = 1000, 45% d’inflation de
zéros et 40% de données manquantes.
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Figure 3.7 — QQ-plot normaux pour 3271’71, - B\ng avec n = 1000, 45% d’inflation de
zéros et 40% de données manquantes.
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Figure 3.8 — QQ-plot normal pour @, avec n = 1000, 45% d’inflation de zéros et 40%
de données manquantes.
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3.6 Application sur des données réelles

Dans cette section, nous présentons une application pratique des méthodologies
proposées sur un jeu de données issu d'une étude de santé publique américaine. Ces
données proviennent de I’enquéte nationale sur les dépenses médicales (NMES), me-
née en 1987 et 1988 aux Etats-Unis. Elles fournissent un tableau détaillé de la ma-
niere dont les américains (agés de 66 ans et plus) utilisent et paient les services de
santé. Certaines mesures d’utilisation des services de santé ont été rapportées dans
cette étude, comme le nombre de visites a un professionnel de la santé non médecin
dans un cabinet médical et le nombre de visites a un médecin dans un cabinet médi-
cal. Des informations sur ’état de santé des patients sont également communiquées,
ainsi que des variables économiques et socio-démographiques. Une description dé-
taillée de ces données se trouve dans Deb et Trivedi (1997).

Dans ces données, nous considérons conjointement comme mesures d’utilisation

des services de santé : le nombre de consultations avec un non-médecin en cabinet
(0fnd) et le nombre de consultations avec un non-médecin en ambulatoire (opnd).
La proportion d’observations de (0;0) pour le couple de variables (o fnd; opnd) est de
59,03%. Ce chiffre indique qu'une proportion importante de patients ont renoncé aux
consultations des professionnels de santé non médecin. En outre, les tests effectués
avec la fonction cor.test du package stats du logiciel R sur les variables ofnd et
opnd confirme que les variables ofnd et opnd sont corrélées. Par conséquent, nous
suggérons d’analyser conjointement les observations de ofnd et opnd a l'aide d'un
modele ZIBP. Nous utilisons certaines covariables qui ont été enregistrées sur chaque
individu de I’échantillon. (i) variables socio-économiques : ’'dge (en années, divisé par
10, noté age), la durée de la scolarité (nombre d’années d’éducation, noté school), le
revenu familial (en dix mille dollars, noté income); (ii) le nombre de maladies chro-
niques (cancer, diabéte, arthrite, ...dénoté par chronic), variable indiquant 1’état de
santé; (iii) medicaid, une variable binaire qui indique si la personne est couverte par
medicaid ou non (medicaid est une assurance maladie américaine pour les individus
ayant des revenus et des ressources limités). Nous la codons comme 1 si la personne
est couverte et 0 sinon. Nous ajustons un modéle de régression ZIBP incorporant
toutes ces covariables dans (3.2)-(3.3) pour chaque individu.
Afin d’illustrer les performances des méthodes proposées, nous simulons respecti-
vement 10% (moyenne) et 30% (forte) proportions de données manquantes dans la
variable age. Ceci nous permet de voir les effets des valeurs manquantes sur la qua-
lité des estimations. Pour la méthode MI, le nombre d’imputations est M/ = 30. Les
résultats de ’analyse des données sont présentés dans les Tableaux 3.9 a 3.10.
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Des Tableaux 3.9 a 3.10, nous observons que les estimations des parametres par
les méthodes IPW paramétrique, IPW semi-paramétrique et MI de type 2 sont proches
de celles obtenues sur le jeu de données completes. De plus, les estimations obtenues
par les méthodes proposées ont le méme signe que celles prises comme référence. En
outre, les standards errors des estimations évoluent tres faiblement dans le méme
sens que les proportions de données manquantes. Des P-values des tests de Wald et
des signes des estimations, on peut affirmer que les interprétations des résultats ne
sont pas modifiées malgré 'augmentation des proportions de données manquantes.
Nous pouvons donc conclure que nos méthodes proposées sont assez robustes pour
fournir de bons résultats méme en présence de grandes proportions de données man-

quantes.

Sur la base des résultats des méthodes d’estimation, nous pouvons affirmer que
les facteurs qui influent sur la décision de ne jamais avoir recours a un non-médecin
sont I’état de santé, le niveau d’étude, ’age et le statut au regard de Medicaid. Plus
précisément, la probabilité de ne jamais recourir a des professionnels de santé non-
médecin diminue lorsque I’état de santé se dégrade. Cela peut s’expliquer par le fait
qu’autant I'état de santé d’'un patient se dégrade, autant il privilégie les consultations
de spécialistes. Ensuite, la probabilité pour qu'un patient renonce a faire recours a
des professionnels de santé non-médecin diminue avec le niveau d’étude. En effet,
un niveau d’étude peu élevé s’accompagnerait d'un déficit d'information sur les pos-
sibilités de soins existantes, favorisant ainsi le renoncement aux soins. En revanche,
les patients plus instruits sont mieux informés des services de soins médicaux. Par
ailleurs, la probabilité de renoncer systématiquement a consulter un non-médecin
augmente avec ’age. Cela peut s’expliquer par la difficulté de mobilité associé au
vieillissement. Ainsi, les patients 4gés auront tendance a privilégier les consulta-
tions qu’ils considerent plus nécessaires (consultation d'un médecin). De plus, au vu
de la dégradation de I’état de santé avec le vieillissement, les patients dont 1’état de
santé décline sont susceptibles de favoriser les visites chez un médecin. Enfin, on
peut souligner que les bénéficiaires de Medicaid sont plus susceptibles de renoncer
a des consultations non médicales. Une explication est que les patients bénéficiant
d’une couverture Medicaid tendent a limiter leurs consultations a celles qui sont né-
cessaires, c’est-a-dire aux seules visites chez le médecin (rappelons que Medicaid est

une assurance maladie pour les personnes a faible revenu).
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Tableau 3.9 — Résultats du modele de régression ZIBP avec 10% données man-

quantes.
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Tableau 3.10 — Résultats du modele de régression ZIBP avec 30% données man-

quantes.
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3.7 Conclusion

Nous avons proposé deux méthodes d’estimation IPW et deux méthodes de type
MI pour estimer les parametres d'un modele de régression ZIBP lorsque des cova-
riables sont MAR. L'analyse théorique et les résultats des simulations concluent que
les estimateurs IPW paramétrique et semi-paramétrique puis les méthodes de type
MI proposés sont efficaces. De plus, il a été aussi prouvé que les deux estimateurs de
type MI sont asymptotiquement équivalents a 'estimateur IPW semi-paramétrique.
Outre les preuves analytiques de ’équivalence asymptotique, nous avons fourni des
preuves numériques par le biais d’'une étude de simulation approfondie. Enfin, une
application des méthodes proposées sur un jeu de données issu d'une étude de santé
publique américaine confirme la robustesse des méthodes proposées en présence de
données manquantes.



Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire de these, nous nous sommes intéressés au probléme de l'inférence
statistique dans des modeles de Poisson bivarié a inflation de zéros. Ce travail de
recherche s’articule autour de deux contributions.

Dans la premiére contribution, nous nous sommes particulierement intéressé au
modele de régression de Poisson bivarié a inflation de zéros en étudiant d’abord, les
propriétés asymptotiques de son estimateur du maximum de vraisemblance théori-
quement. En outre, nous avons mené une étude de simulations sur plusieurs échan-
tillons de tailles finies pour évaluer les performances de I'estimateur proposé. Ces
résultats ont confirmé les bonnes propriétés de I'estimateur du maximum de vrai-
semblance dans le modele ZIBP. Pour finir, une application du modéle sur un jeu
de données recensant l'utilisation des services médicaux de plusieurs milliers de pa-

tients aux USA a été réalisé.

L'estimateur du maximum de vraisemblance, ne peut pas étre utilisé lorsque des
données qui interviennent dans la régression sont manquantes sur des covariables.
Nous nous sommes donc intéressés au probléme de I'inférence statistique dans le
modele ZIBP en présence de données manquantes sur les covariables dans notre se-
conde contribution. Dans ce contexte, nous avons proposé quatre méthodes pour esti-
mer les parametres du modele de régression ZIBP avec des covariables manquantes
au hasard. En supposant que la probabilité de sélection est inconnue et estimée de
maniere paramétrique et non-paramétrique (par un estimateur a noyau). Nous avons
proposé des méthodes de pondération par I'inverse des probabilités de sélection (IPW)
et d'imputation multiple (MI) pour estimer les parametres du modele de régression
ZIBP avec des covariables manquantes au hasard. Les propriétés asymptotiques des

estimateurs proposés ont été étudiées théoriquement. Puis, nous avons réalisé des
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simulations pour évaluer les performances des méthodes proposées. Ces résultats
numériques sont cohérents avec nos résultats théoriques. Enfin, une application des
méthodes proposées sur un jeu de données issu d’'une étude de santé publique amé-
ricaine confirme la robustesse des méthodes proposées en présence de données man-

quantes.

Au terme de ces travaux, plusieurs thématiques de recherche sont a envisager.
On pourra évaluer les propriétés d’autres estimateurs des parametres du modele
ZIBP (par exemple, robust expectation-solution (RES)) plus robuste que I’estimateur
du maximum de vraisemblance. Ensuite, proposer une étude du modele ZIBP avec
des effets aléatoires pour prendre en compte la corrélation qui peut exister entre les
réponses observées chez les différents patients (due, par exemple, a des effets géogra-
phiques ou des clusters familiaux). La construction des estimateurs des parametres
de ce nouveau modele et I’étude de leurs propriétés (théoriquement et/ou au moyen
d’études de simulation) peuvent étre abordées. Pour prendre en compte la présence
de données répétées, nous pourrons introduire une dimension longitudinale dans le
modeéle ZIBP. On pourra proposer une méthode d’estimation adaptée a ce contexte
qu’on évaluera théoriquement et/ou numériquement. Un test d’ajustement au modele
de régression de Poisson bivarié a inflation de zéros (ZIBP) avec des données man-
quantes peut aussi étre envisagé. Lensemble de ces travaux peut étre étendu aux
données de comptage de dimension supérieure a deux. Toutes ces questions pourront
étre abordées dans les travaux futurs.
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