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Résumé

On étudie quelques problémes d’approximations numériques du temps d’explosion et d’ex-
tinction des systémes, gouvernés par des équations aux dérivées partielles de type parabolique
avec des controles aux frontiéres non linéaires. Les comportements des solutions de certaines
formes semi-discrétes des équations aux dérivées partielles paraboliques sont déterminés, en
particulier ceux d’une semi-discrétisation de certaines équations de chaleur. Les conditions suf-
fisantes pour I'explosion et I'extinction des solutions de ces formes semi-discrétes sont données.
De plus, des conditions pour obtenir I’explosion ou ’extinction simultanée et non simultanée
sont fournies pour les systémes d’équations aux dérivées partielles paraboliques. La convergence
des temps d’explosion et d’extinction des solutions de ces problémes semi-discrets vers ceux des
solutions des problémes continus est établie. Pour obtenir le temps numérique d’explosion, nous
transformons les problémes d’explosions semi-discrets qui sont des systémes d’équations diffé-
rentielles singuliéres, en des systémes d’équations différentielles non singuliéres par la technique
de la transformation de la longueur d’arc, puis par l'utilisation d’'une méthode de Runge-kutta
nous obtenons des suites de temps qui convergent linéairement vers le temps d’explosion des pro-
blémes semi-discrets. Nous accélérons ces suites de temps par la méthode d’Aitken A?. En ce qui
concerne les problémes d’extinctions semi-discrets par un changement de variable, nous trans-
formons les problémes d’extinctions semi-discrets en des problémes d’explosions semi-discrets
équivalents. Nous appliquons ensuite la méme procédure que celle appliquée aux problémes d’ex-
plosions semi-discrets, afin d’obtenir de bons temps d’extinctions. Finalement, nous présentons
quelques résultats numériques sur les temps d’explosions et d’extinctions, quelques résultats

graphiques sur ’évolution des solutions qui illustrent nos analyses.

Mots-clés : différences finies, approximation numérique, probléme parabolique avec controles
aux frontiéres non linéaires, temps d’explosion, temps d’extinction, équation de chaleur, condi-

tions aux limites non linéaires, explosion non simultanée, extinction non simultanée.



Abstract

We study some numerical approximation’s problems of the blow-up times and quenching
times of systems, governed by parabolic partial differential equations with nonlinear control’s
boundaries. Behaviors of solutions of semidiscrete’s formes of parabolic equations are determi-
ned, especially those of heat equations. Sufficient conditions are given for blow-up and quenching
of solutions of those semidiscrete’s formes. In addition, conditions for obtaining simultaneous
and non-simultaneous blow-up and quenching are provided for parabolic systems. The conver-
gence of the blow-up time and quenching time of the solutions of these semidiscrete problems
to those of the solutions of the continuous problems is established. To obtain the numerical
blow-up time, we transform the blow-up semidiscrete’s problems, which are singular differential
equations systems, into non singular differential equation systems by the arc length transforma-
tion technique, then by using the Runge-kutta method we obtain a linearly convergent sequence
to the blow-up times of the semidiscrete blow-up problems. We accelerate the sequence by the
Aitken A% method. Concerning semidiscrete problems of quenching by a change of variable, we
transform semidiscrete’s problems of quenching into equivalent semidiscrete problems of blow-
up. We then apply the same procedure as that applied to semidiscrete problems of blow-up,
in order to obtain good quenching’s times. Finally, we present some numerical results on blow-
up time and quenching time and some graphic’s results on the evolution of the solutions that

illustrate our analysis.

Keywords : Finite differences, numerical approximation, parabolic problem with nonlinear
boundary controls, blow-up times, quenching times, heat equation, nonlinear boundary condi-

tions, non-simultaneous blow-up, non-simultaneous quenching.



Introduction générale

Un grand nombre de processus des sciences appliquées sont modélisés a ’aide d’équations
aux dérivées partielles (EDP). Ces EDP sont classées en trois grands groupes a savoir : les EDP
elliptiques, paraboliques et hyperboliques. Les équations aux dérivées partielles paraboliques ap-
paraissent chez les mathématiciens au XV I11¢ siécle et sont rencontrées dans de nombreuses
situations physiques telles que les écoulements des fluides en milieu poreux, les transferts de
chaleur, les réactions chimiques, la dynamique des populations. Trés souvent, afin d’obtenir
une solution bien définie, ces équations sont complétées par des conditions supplémentaires
appropriées (généralement des conditions initiales et aux limites). L’une des propriétés les plus
remarquables des solutions des problémes d’évolution est la possibilité d’apparition d’éventuelles
singularités a partir de données initiales appropriées, plus précisément a partir de classes de don-
nées pour lesquelles des théories d’existence et d’unicité peuvent étre établies pour un intervalle
de temps. Les singularités des problémes d’évolution non linéaires proviennent des termes non
linéaires présents dans les équations aux dérivées partielles ou dans les conditions aux limites.
Elles dépendent généralement du temps et de ’emplacement et sont appelées, singularités en
mouvement. D’autre part, les singularités des problémes d’évolution linéaires proviennent des
coefficients singuliers ou des données singuliéres et sont appelées singularités fixes. Les types les
plus remarquables de ces singularités sont ceux que nous appelons phénomeéne d’explosion
(i.e la solution devient non-bornée a partir d’un certain temps) et phénoméne d’extinction
(i.e la solution devient bornée aprés un certain temps tandis que la dérivée partielle premiére
de la solution par rapport au temps devient non bornée). Ces phénoménes sont rencontrés gé-
néralement dans les transferts de chaleur qui sont présents dans les éruptions volcaniques, les
tremblements de terre, les grondements de tonnerre et aussi dans les systémes d’ingénierie.

Ils ont d’importantes significations pratiques dans les industries manufacturiéres. Ils in-
diquent l'interruption des processus de réactions ou de combustions continues et instables et
I’explosion du carburant pour les fusées. Une meilleure compréhension des critéres d’explosion et
d’extinction peut conduire a une conception optimale des environnements de réaction-diffusion.
Ces phénomenes sont également importants pour la théorie de 1’écologie et les recherches envi-

ronnementales. Au cours des trente cing & quarante derniéres années, de nombreux théorémes sur



Introduction générale 2

I’explosion et I'extinction des solutions d’équations d’évolution non linéaires ont été développés.

Nous en présentons quelques uns d’entre eux.

0.1 Exemple d’explosion et extinction dans les équations

différentielles ordinaires

Les phénoménes d’explosion et d’extinction se produisent sous une forme élémentaire dans
la théorie des équations différentielles ordinaires (EDO), et sont équivalents a la non-existence
globale des solutions, voir [51], par exemple le probléme de I’équation de réaction a valeur

initiale constante positive, a savoir

u = f(u), t>0,

u(0) =a >0, 0

ou f est positive et continue. Il est bien connu de [32| que, pour toute solution & ce probléme,

la condition
* du
—— < o0, avec R >0,
R (U)

est nécessaire et suffisante pour que survienne une explosion en temps fini. Si nous posons

* ds
—— pour tout z > a,

~ o f(s)

alors le temps d’explosion de la solution de (0.1) est T' = F(c0).

F(z)

Pour le probléme de type puissance, a savoir

ug =uPl, t>0,

w(0) = a >0, 02

ou p > 1, il est facile de voir que 'unique solution de ce probléme est de la forme

1 1 1
u(t) = T e T= )y M€ [0,77.

Il est clair que la solution devient infinie quand ¢ tend vers T', dans ce cas nous disons que la

solution du probléme ci-dessus explose en un temps fini 7.
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Si nous remplagons f(u) par (1 — u)~P, nous obtenons le systéme suivant :

u=(1—u)"?, t>0,

u0)=a, 0<a<l

ot p > 0. Nous pouvons voir que f(u) devient singuliére quand u prend des valeurs voisines
de 1, ce probléme est un probléme d’extinction. Dans ce cas 'objectif est de trouver le temps
auquel u atteint la valeur 1. Il n’est pas difficile de voir que I'unique solution de ce probléme

est de la forme

1
W)= 1= (p+ )T — P+, T= (1 —ap* veelo,T]
Nous pouvons remarquer que la solution tend vers 1 quand ¢ tend vers 7', nous disons que la
solution w du probléme ci-dessus s’éteint au temps fini 7'; T" est appelé le temps d’extinction.
Il faut dire que les études des phénoménes d’explosion et d’extinction des équations différentielles
ordinaires fournissent des idées de base pour I’étude des phénomeénes d’explosion et d’extinction
des équations aux dérivées partielles. Par conséquent, nous présentons quelques études des

phénomeénes d’explosion et d’extinction des équations aux dérivées partielles.

0.2 Exemple d’explosion et d’extinction dans les équations

aux dérivées partielles paraboliques

Les problémes d’explosion dans les équations aux dérivées partielles (EDP) paraboliques
sont introduits en 1963 par Kaplan. Dans [34], Kaplan discute de certains aspects sur la théorie
de 'unicité, de la stabilité et du comportement global de la solution pour une certaine classe
d’équations de réaction-diffusion dans un domaine borné de R™. En particulier, sous certaines
hypothéses sur les conditions aux limites de Dirichlet, sur la donnée initiale et sur la fonction

F' du probléme ci-dessous

Z—:: = Au+ F(u) dans Qx]0,T]| (0.3)

il montre que la solution positive pour une donnée initiale de ce probléme prend la valeur infinie

a partir d’'un certain temps fini.
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Considérons le probléme de Cauchy suivant

uy = Au, xR t>0,

(0.4)
u(z,0) = up(x), ze€R",
il est connu de A. Friedman [28] que la solution fondamentale est de la forme
1 |z — yP)
u(xr,t) = —— U exp | — dy.
Fujita [31] étudie le probléme de valeur initiale ci-dessous :
uy = Au+uP  (x,t) € R"x]|0, 00|,
u(z,0) = ug(x), z=e€R"
ou ug € L(R™) est strictement positive. Il obtient les résultats suivant :
— Sil<p<1+2/niln’existe pas de solution globale sur R™x]0, col.
— Sip>1+42/n, alors il existe des solutions sur R™x]0, co].
Et pour une fonction initiale uy donnée, la solution sur R"x|0, co[ est la suivante
1 |z — yP)
u(x,t) = ——— U exp | — d
' 1 / ( v — yP)
+ — u(y, 7)exp | ————— | dydr.
/o (2/7(t —1)" Jrn (g 7) exp A4t —7) Y
En 1976 Kobayashi et al [37] étudient une forme générale de (0.5), a savoir
ug = Au+ f(u) (z,t) € R"x]|0, o0,
(= But f() (2,) € RX]0,o0] 0

u(z,0) = up(x), = e€R",

avec ug € C(R™). Sous les conditions suivantes

A.1 f une fonction continue, localement Lipschitzienne sur [0, 00[ avec f(0) = 0, f(s) > 0,

pour tout s > 0.

§2+2/n

ds = oo pour € > 0 (avec € assez petit).
o+
A.3 1Tl existe une constante 0 < ¢ < 1 telle que
a.l f(As) > A2 f(s), pour 0 < s <\, s < ¢,

a.2 f(As) > A2/ f(s), pour 0 < A < s <ec.
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I1 montre que chaque solution positive de (0.6) devient infinie pour la norme L* & partir d’un
certain temps fini, c’est-a-dire que la solution explose en un temps fini. Pour certains autres
problémes, une explosion peut survenir en raison de l'effet des conditions aux limites méme si
I’équation est linéaire et a des coefficients lisses, par exemple le probléme de I'équation de la

chaleur avec une condition aux limites non linéaires, & savoir

u = Au, (x,t) € 2x]0,T7,

g_;‘ = F(u), (2,1) € 90x]0,T], (0.7)
u(z,0) = uyg, xeq,

ou {2 est un ouvert borné de R™. Levine et Payne en 1974 ont examiné ce probléme, ils ont
montré dans [47], que si F est de la forme F(v) = |v|**™h(v) ot h est une fonction positive

strictement croissante pour a > 0 et si

uo () 1
/ / f(v)dv | dx > —/ |Vuo|?dz,
o0 \Jo 2 Ja

alors toute solution positive de (0.7) explose en un temps fini. En 1991 Wolanski et al [38]
inspirés par les résultats de Levine et Payne [47] discutent sur la théorie d’existence et d’unicité
de la solution de (0.7) et sous certaines conditions, ils étudient aussi les critéres d’explosion des
solutions de (0.7).

En ce qui concerne les phénoménes d’extinction, c’est en 1975 qu’ils furent introduits par

Kawarada. Dans [35], Kawarada examine le probléme initial des valeurs aux limites :

Up = Uge + f(u) x€Q, t>0,
u(z,t) =0, red, t>0, (0.8)

u(z,0) = uy, € Q,

avec Q =]0,[[ et f(u) = ﬁ Il montre que si I > 2v/2, alors u atteint 1 dans un temps
fini quand x = [/2. Il montre aussi que la dérivée par rapport au temps de la solution explose
au temps ou cette solution atteint 1. Acker et Walter [4] en 1978 ont étendu les résultats
de Kawarada dans [35] en remplacant la fonction f(u) par une fonction réelle contintiment
différentiable f(u,u,) sur un ouvert [0, b[xR et en prenant 2 =| — [, I[. Levine et Montgomery
[46], quant & eux, en 1980 donnent des conditions sur la fonction f du probléme (0.8) pour qu'il
y ait extinction ou non de la solution du probléme (0.8). Comme pour les problémes d’explosion,

une extinction rapide peut survenir en raison des conditions aux limites méme si ’équation est
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linéaire. Boni [10] en considérant le probléme (0.7) donne des conditions sur la fonction F' et
sur la donnée initiale pour qu’il y ait extinction de la solution de (0.7).

Depuis 'apparition des premiers travaux menés par Kaplan, Fujita et Kawarada, les phé-
nomeénes d’explosion et d’extinction des EDP ont été largement étudiés d’un point de vue
mathématique (voir [1, 2, 4, 5], [8], [13], [16], [17], [28], [44, 46, 47, 48], [55], |61], [67], [76],
[82]). L’étude des problémes d’explosion et d’extinction n’est pas seulement intéressante du
point de vue mathématique mais elle est aussi importante pour une compréhension profonde
de la nature des phénomeénes que ces équations décrivent. En plus de présenter un intérét pour
les ingénieurs et chercheurs, les théorémes d’explosion et d’extinction intéressent souvent les
ingénieurs et chercheurs dans divers domaines tels que la théorie de combustion, la génétique
chimique de la population [32], [45], [68, 80] et la mécanique des fluides [29], [70].

Il est devenu extrémement important d’estimer les temps d’explosion et d’extinction de maniére
efficace pour différents modéles d’équations aux dérivées partielles paraboliques, de maniére a
obtenir de meilleurs controles et conceptions dans les applications industrielles. Malheureuse-
ment dans la plupart des cas, on ne sait pas calculer explicitement les temps d’explosion et
d’extinction et pour cela 'on fait appel & des techniques de résolutions approchées qui sont
développées par I'analyse numérique. Nakagawa fut I'un des premiers auteurs sur 1’étude nu-
mérique des phénomeénes d’explosion. Dans 54|, Nakagawa considére le probléme (0.8) avec
f(z) = 2% et Q =]0,1]. 1l transforme le probléme (0.8) en un systéme de I équations dont la
solution est le vecteur U™ = (U, U™, ..., UM™)T, par la méthode des différences finies avec un
maillage d’espace & pas constant h = 1/ et un maillage temporel adaptatif défini de maniére
suivante

1

tn—tnl—l—Txrnin{l,—m}, to =0, T:)\hQ, ou <A<
1

N | —

I1 montre que la solution numérique converge vers la solution de (0.8) et explose en temps fini.
De plus, il montre également la convergence du temps d’explosion de la solution numérique
vers le temps d’explosion de la solution du probléme continu. Plus tard, ses résultats ont été
généralisés dans ([3], [16], [19], [39]), dans lesquels le comportement asymptotique des solutions
numériques de (0.8) a également été analysé. Abia et al [1] étudie un schéma semi-discret obtenu
avec la méthode des différences finies utilisant un maillage régulier d’espace du probléme (0.8)
avec 0 =|0, 1[. En notant U, la solution positive de ce schéma, il montre que si f est une
fonction convexe strictement positive sur |0, oo[ telle que
> ds i
—— < 00, pour un certain Ry > 0
Ry f(5)
alors cette solution numérique de (0.8) explose en un temps fini. Il montre aussi sous certaines

conditions la convergence de la solution semi-discréte et du temps d’explosion semi-discret
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respectivement vers ceux du probléme continu quand le pas de maillage spatiale tend vers zéro.
Récemment en 2011, M. Taha et al [72] présentent une méthode numérique afin d’étudier le
phénomeéne d’explosion de certaines équations de réaction-diffusion avec conditions aux limites
non linéaires. Ils proposent aussi un algorithme utilisant un maillage temporel adaptatif pour
approximer le temps d’explosion. Plus tard, cet algorithme est appliqué par K. N’Guessan,
K. A. Touré et al [53], [59], [74] sur une classe d’équations semi-linéaires paraboliques dont la
solution explose ou s’éteint. Contrairement & ces résultats, en 2013 dans [18], Cho a proposé
un algorithme permettant de calculer un temps approximatif d’explosion par des schémas de
différences finies dont les mailles de temps sont données de maniére uniforme. Ushijima dans

[75] étudie 'approximation numérique d’une famille d’'EDP parabolique qui est la suivante :

w = F(t,z,u,Vu,Au), x €, t>0, (0.9)
Bu(xz,t) = 0 x e d, t>0, (0.10)
u(z,0) = wup(z), x €, (0.11)

ou B représente les conditions aux limites. Tout en supposant que (0.9)-(0.11), admet une unique
solution u(-, t) locale dans un espace de fonctions X, pour une fonction initiale ug donnée. Tout
en supposant qu’il existe un temps fini 7" tel que cette solution s’éteigne ou explose. En se basant
sur la méthode du coefficient de Fourier, Ushijima présente des conditions suffisantes pour que
le temps d’explosion ou d’extinction d’un schéma numeérique qui approxime le probléme (0.9)-
(0.11), soit une bonne approximation du temps d’explosion ou d’extinction du probléme continu.
L’idée principale est de trouver une fonctionnelle J continue sur I'espace de fonction X et une
fonction H puis construire leur approximation respective J;, dans un espace de fonctions X,
(ot X}, est 'approximation de X) et Hj. Toutes a valeurs dans R, vérifiant I'une des conditions

suivantes :

(A1) J(t) satisfaisant la condition (al), tandis que Jj,(t) de classe C'! satisfaisant (a2) pour une

fonction G.

(A2) J(t) de classe C! satisfaisant (b1), tandis que Jj,(t) de classe C? satisfaisant (b2). De plus
il existe une constante M telle que J(t) < M et J,(t) < M pour tout h > 0.

(A3) J(t) de classe C" satisfaisant (b1), tandis que J,(¢) de classe C? satisfaisant (b1) et (b2).
(A4) J(t) de classe C' satisfaisant (c1) pour une fonction H, tandis que J,(t) de classe C!

satisfaisant (a2) et (c2) pour toute fonction G et J et Jj, ou H et Hy, vérifient les conditions

suivantes :

(A5) La famille (Up)p~0 étant I'approximation de u telle que pour tout € > 0

lim  sup | Ju[Un](t) — J{u](t)] = 0,

h=0¢ef0,7—¢
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(A6) lim sup |Hp(t)— H(t)|=0.

h=0te0,7—¢
Ou (al), (a2), (b1), (b2), (cl) et (c2) sont les conditions suivantes :

lim J[u](t) = oo, (al)
At

limg == 5 = o0, (1)

% > H(t) lim H(t) = os, (c1)

WAL 6 () (a2)

ou G : [0,00[— R est une fonction satisfaisant

G(s) >0 pour tout s> Ry
/ Tds
Ro G(S) ‘

dQJh[uh](t) > _ th[uh](t)

_— 2
az = at (b2)
ou ¢ est une constante strictement positive.
th[uh] (t) dHh(t)
—— 2> H(t > 2
R U kL (©2)

Il obtient les résultats suivants :

Théoréme 0.1. Si la solution u explose (ou s’éteint) en un temps fini T et les conditions (Al)

et (Ab) sont satisfaites, alors Uy, explose (ou s’éteint) en un temps fini Tj, tel que }lbirr(l) T,=T.
%

Théoréme 0.2. Si la solution u explose (ou s’éteint) en un temps fini T et les conditions (A2)

et (A5) sont satisfaites, alors Uy, explose (ou s’éteint) en un temps fini Ty, tel que ]lliné T, =T.
—

Théoréme 0.3. Si la solution u explose (ou s’éteint) en un temps fini T et les conditions (A3)

et (A5) sont satisfaites, alors Uy, explose (ou s’éteint) en un temps fini Ty, tel que }llirr(l) T,=1T.
%

Théoréme 0.4. Si la solution u explose (ou s’éteint) en un temps fini T et les conditions (A4)

et (A6) sont satisfaites, alors Uy, explose (ou s’éteint) en un temps fini T), tel que }llin(l) T,=T.
%

Plusieurs auteurs ont tenté de calculer numériquement le temps d’explosion ou d’extinc-
tion des solutions de certaines équations aux dérivées partielles paraboliques (par exemple,
[11, 12, 13, 14], [21, 22, 23, 24], |27], [48]). C’est un probléme délicat, car la plupart des mé-

thodes de résolution d’équations d’évolution perdent en précision au fur et & mesure que la
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solution devient grande. En revanche, C. Hirota et K. Ozawa [41] proposent un algorithme effi-
cace pour estimer le temps d’explosion numérique des EDO lorsque la solution tend vers I'infini.
IIs considérent un systéme d’équations différentielles dont la solution est une fonction vectorielle
qui explose pour la norme infinie en un temps fini. Par un changement de variable faisant inter-
venir la longueur d’arc paramétré associé a la solution, ils transforment le systéme d’équations
différentielles ordinaires singulier en un systéme d’équations différentielles ordinaires non sin-
gulier, pour générer une suite linéairement convergente de temps d’explosion (avec la méthode
de Runge-Kutta d’ordre 4). Cette convergence est ensuite accélérée par la méthode d’Aitken
A2,

Notre travail de recherche a pour théme : "Analyse numérique de quelques équations et
systémes d’équations aux dérivées partielles paraboliques. Etudes d’explosions et d’extinctions".

Cette these, concerne les temps d’explosion et d’extinction numérique de certaines équa-
tions et systéme d’équations de conduction de la chaleur dans des matériaux avec des sources
de chaleur non linéaires aux extrémités des matériaux. D’abord, nous remplagons les équations
des problémes continus par des systémes d’équations différentielles ordinaires appelés problémes
semi-discrets (ou problémes numériques) que nous obtenons par la méthode des différences fi-
nies. Ensuite, nous montrons que les solutions de nos problémes semi-discrets (aussi appelées
solutions semi-discrétes) reproduisent les mémes propriétés que celles des problémes continus,
puis nous montrons que les solutions semi-discrétes approximent bien ceux des problémes conti-
nus. Nous montrons pour les phénomeénes d’explosion et d’extinction que le temps d’explosion
ou d’extinction des solutions des problémes continus sont approchés par ceux des solutions
semi-discrétes. Etant donné que ces équations différentielles obtenues sont singuliéres, par la
technique de transformation d’arc utilisant la longueur de I’arc paramétré associé aux solutions,
nous donnons des équations non singuliéres équivalentes aux équations différentielles singuliéres.
Finalement, par I'implémentation de la méthode de Runge-Kutta, de la méthode d’Aitken A?
et de ces derniéres équations obtenues, nous obtenons des résultats numériques qui illustrent

tous nos travaux.

Cette thése est organisée de maniére suivante :
Dans le premier chapitre de cette these, nous donnons un apercgu de I’étude du probléme continu

suivant

ur(z,t) = uge(x,t), x€)0,1], t €]0,T7,
Ux(ovt) = f(u(ovt))a ux(lvt) = g(u(lvt»’ 13 6]07 T[a <012)
u(z,0) = up(x) >0, x € [0,1].
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La résolution d’un tel probléme consiste ici, & trouver une fonction u a deux variables, une
variable d’espace x € [0,1] et une variable de temps ¢ € [0, oc[, telle que u vérifie le probléme
ci-dessus. Dans la premiére partie de ce chapitre, nous donnons des références sur 'existence
locale et I'unicité de la solution du probléme puis, quelques propriétés qualitatives de celle-ci.
Ensuite, sous des formes de f et g et sous certaines conditions sur ces formes, nous montrons
que la solution du probléme continu (0.12) explose en un temps fini. Enfin, sous d’autres formes
de f et g et sous certaines conditions sur ces formes, nous montrons que la solution du probléme
continu (0.12) s’éteint en un temps fini. Dans la seconde partie de ce chapitre, nous approximons
le probléme (0.12) par la méthode des différences finies et nous obtenons un systéme d’équations
différentielles ordinaires qui est appelé probléme semi-dicret en espace. Sous les mémes hypo-
theéses émises dans ’étude de la solution du probléme continu, nous montrons que la solution du
probléme semi-discret posséde les mémes propriétés d’explosion et d’extinction que celle du pro-

bléeme continu. Finalement, nous présentons des résultats numériques qui illustrent nos analyses.

Le second chapitre de cette thése est consacré a ’étude d’un probléme semi-discret en espace

du systeme parabolique avec conditions aux limites couplées et non linéaires, qui est le suivant

Ut = Ugg,  Vp = VUgg, (x,t) €]0,1[x]0, T,

—uz(0,t) = u™(0,t) +vP(0,t), —v,(0,t) = u?(0,t) +v"(0,t), t €]0,T7,
ur(1,t) = u™(1,t) + vP(1,t), wv.(1,t) =wui(1,t) +v™(1,¢t), t €]0,T],
\u(x,O) =up(x), v(z,0)=uv(x), z € [0,1].

(0.13)

Dans ce chapitre, nous utilisons le méme schéma numérique que le chapitre précédent pour
approximer le probléme continu (0.13). Nous montrons que la solution de notre probléme semi-
discret en espace existe et est unique. Nous prouvons que cette unique solution approxime bien
la solution du probléme continu (0.13) lorsque le pas de discrétisation spatiale tend vers zéro.
Nous donnons quelques propriétés de la solution du probléme semi-discret en espace. Nous
montrons aussi que la solution du probléme semi-discret en espace explose en un temps fini et
estimons son temps d’explosion semi-discret. Nous traitons aussi le cas d’explosions simulta-
nées et non simultanées de la solution. Et enfin, nous prouvons que le temps d’explosion de la
solution du probléme semi-discret en espace converge vers le temps d’explosion de la solution
du probléme continu lorsque le pas de discrétisation spatiale tend vers zéro. Finalement, nous

présentons des résultats numériques qui illustrent nos analyses.

Le troisiéme chapitre de cette thése est consacré a 1’étude d’un probléme semi-discret en

espace du systéme parabolique avec conditions aux limites couplées et non linéaires, qui est le
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suivant

¢

Ut = Uggy,  Vp = Vg, (x,t) €]0,1[x]0,T7,

u(0,8) = u™(0,t) + vP(0,1), v,(0,¢) =u"90,t) +v7"(0,¢), t €]0,T7,
u(1,8) =0, wv,(1,¢) =0, t €]0,T7,

\u(x,O) =up(z) >0, v(x,0)=wvy(z)>0, z € [0,1].

(0.14)

Dans ce chapitre, nous utilisons le méme schéma numérique que le chapitre précédent pour
approximer le probléme continu (0.14). Nous montrons que la solution du probléme semi-discret
en espace existe et est unique. Nous prouvons que cette unique solution approxime bien la
solution du probléme continu (0.14) lorsque le pas de discrétisation spatiale tend vers zéro. Nous
donnons quelques propriétés de la solution du probléme semi-discret en espace. Nous montrons
aussi que la solution du probléme semi-discret en espace s’éteint en un temps fini et estimons
son temps d’extinction semi-discret. Nous traitons aussi le cas d’extinctions simultanées et non
simultanées de la solution. Et enfin, nous prouvons que le temps d’extinction de la solution du
probléme semi-discret en espace converge vers le temps d’extinction de la solution du probléme
continu lorsque le pas de discrétisation spatiale tend vers zéro. Finalement, par un changement
de fonction inconnue nous transformons le probléme (0.14) en un probléme dont la solution
explose au temps d’extinction de la solution semi-discréte de (0.14) (ce probléme d’explosion est
équivalent au probléme semi-discret (0.14)) ; ensuite nous présentons des résultats numériques
qui illustrent nos analyses.

Nous terminons en rappelant en annexe, les théorémes de comparaison et les principes du
maximum issus de [57] que nous utilisons dans le premier chapitre. Les annexes contiennent
aussi les Théorémes d’unicité issus de [7], |76] et |78], des solutions de nos différents problémes

continus et les quatre publications tirées de la présente these. Il s’agit des articles suivants :

— "Numerical Blow-up for A Heat Equation with Nonlinear Boundary Condi-
tions, Journal of Mathematics Research (JMR), 10(5), (2018), 119-128".

— "Numerical quenching of a heat equation with nonlinear boundary conditions,
Journal of Nonlinear Sciences and Applications (JNSA), 13 (2020), 65-74".

— "Numerical Blow-up for heat equations with coupled nonlinear boundary
fluxes, Far Fast Journal of Mathematical Sciences (FJMS), 117(2), (2019), 119-138".

— "Numerical quenching for heat equations with coupled nonlinear boundary
flux, International Journal of Analysis and Applications (IJAA), 17(6), (2019), 1034-
1051".



Chapitre 1

EXPLOSION ET EXTINCTION DES
SOLUTIONS DE CERTAINES EDP
PARABOLIQUES AVEC CONDITIONS
DE NEUMANN NON LINEAIRES

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons I’équation de la chaleur de la forme
u(x,t) = uge(x,t), x€)0,1], t €]0,T7, (1.1)
soumise aux conditions aux bords de Neumann non linéaires

uz(0,t) = f(u(0,1)), u.(1,7) = g(u(l,1)), t €0,T7, (1.2)

et & la condition initiale
u(x,0) = up(x), x € [0,1]. (1.3)

Le probléme (1.1)-(1.3) peut étre vu comme un transfert de chaleur par conduction, dans une
tige métallique de longueur 1 (la solution u est la température au point et au temps t), soumise
a une température initiale positive ug(z) et aussi soumise respectivement aux extrémités z = 0
et x = 1 a des flux de chaleur f(u(0,-)) et g(u(1,-)) qui varient en fonction du temps. Dans
la théorie de la conduction de la chaleur, le transfert de chaleur est la diffusion de la chaleur
d’un endroit & un autre dans un milieu ou entre deux milieux différents. Elle est dtie aux

mouvements des atomes (ou molécules) ou aux mouvements des électrons libres. La chaleur
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peut étre transférée entre des solides, des liquides et des gaz. Dans ce chapitre nous traitons les

cas suivants :
fu(0,0)) =u(0,8),  g(u(l,t)) =u!(1,1), ()
et
f(0,8)) = (1 —u(0,))7,  g(u(l,t) = (1—u(l,t)*; (1I)

avec p, q des constantes non négatives.

Pour les questions d’existence locale et I'unicité de la solution du probléme continu (1.1)-(1.3)
nous nous référons au Corollaire 3.2 ou au Théoréme 3.13 (voir annexes). La théorie classique
des équations aux dérivées partielles paraboliques fournit également des résultats d’existence
de solution réguliére du probléme (1.1)-(1.3), notamment celle de Ladyzenskaja, Solonnikov,
Ural’ceva dans [43].

Le cas ou f(u(0,t)) = uP(0,t) et g(u(1,t)) = ui(1,t), intervalle [0, T[ désigne l'intervalle
de temps maximal sur lequel la solution u de (1.1)-(1.3) existe. Le temps T peut étre fini ou
infini. Quand 7" est infini, nous disons que la solution u existe globalement. Quand 7" est fini,
la solution u développe une singularité dans un temps fini. A savoir,

li : —
tim [, 1) = o0,

ot ||u(+,t)]|eo = max |u(z, t)]. Dans ce cas, nous disons que la solution u explose en un temps fini

T, et T est appelé le temps d’explosion de la solution u. Pour le cas ou f(u(0,t)) = (1—u(0,t))"P
et g(u(1,t)) = (1 —u(1,t))"%, lintervalle [0, 7] est U'intervalle de temps maximal sur lequel

pour tout ¢ € [0, T, ||u(-,t)]]ec <1 et lim ||u(-t)]e = 1.
t—T—

Le temps T peut étre fini ou infini. Quand 7" est infini, nous disons que la solution u s’éteint
globalement. Quand T est fini, la dérivée de la solution par rapport au temps c’est-a-dire u,

développe une singularité en un temps fini et nous avons
lim [Juy(+, 1) ||oo = o0.
t—T

Dans ce dernier cas, nous disons que la solution u s’éteint en un temps fini 7', et T" est appelé

le temps d’extinction de la solution w.

L’étude théorique de ’explosion et de ’extinction des solutions des équations aux dérivées
partielles paraboliques avec conditions aux limites non linéaires a fait ’objet de nombreuses
enquétes par plusieurs auteurs (voir [11], [15], [21, 22|, [35, 36], [38],[42], [44], [46], [47], [60],
[64, 65], [77], [79], citeYuanhong et les références citées). Ozalp et al [60] étudient le probléme
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(1.1)-(1.3) dans l'intervalle [0,a] avec f(u(0,t)) = uP(0,t) et g(u(a,t)) = ui(a,t), ils montrent
I’explosion de la solution u en un temps fini 7" lorsque la donnée initiale est une sous-solution du
probléme (1.1)-(1.3) avec ¢ > p et ¢ > 1. Pour une donnée initiale u, sous-solution du probléme
(1.1)-(1.3) ils prouvent aussi ([60] , Théoréme 2.5 et Théoréme 2.6) que la solution u explose
seulement au point d’abscisse = a si et seulement si ¢ > p, ¢ > 1, uy(z) > zud(x) et a < 1.
Nous pouvons remarquer que tous les résultats dans [60] sont aussi vrais pour = = 1. Par contre,
Chan [15] étudie le probléme (1.1)-(1.3) dans l'intervalle [0,a] avec f(u(0,t)) = (1 — u(0,¢))7?
et g(u(1,t)) = (1 —u(1,t))9. Pour une donnée initiale sous-solution de (1.1)-(1.3), il montre
([15], Théoréme 3 et 6) que la solution s’éteint en un temps fini 7" et seul le point = = a est le
point d’extinction avec ¢ > p.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’étude numérique de (1.1)-(1.3). Pour une étude
antérieure sur les approximations numériques du systéme parabolique avec conditions aux li-
mites non linéaires auxquelles nous nous référons [1], 2], [59],[72], [75]. Dans la section 1.2, nous
donnons un apergu des études du probléme continu (1.1)-(1.3) sous les hypothéses (I) et (II).
Dans la section 1.3, nous menons une étude numérique du probléme continu (1.1)-(1.3), nous
commencons par construire un schéma semi-discret en espace et ensuite nous montrons l’exis-
tence et 'unicité de la solution de ce schéma. Nous donnons quelques propriétés qualitatives
de la solution du schéma et étudions la convergence de la solution du schéma vers la solution
du probléme continu (1.1)-(1.3), quand le pas de maillage en espace tend vers zéro. Dans la
suite, sous certaines conditions nous montrons d’une part sous 1’hypothése (I) que la solution
du schéma numérique explose en un temps fini et que ce temps est une bonne approximation de
celui du probléme continu, quand le pas de maillage est assez petit. D’autre part sous ’hypo-
these (II), nous montrons que la solution du schéma numeérique s’éteint en un temps fini et que
ce temps est une bonne approximation de celui du probléme continu, quand le pas de maillage
est assez petit. Finalement, nous présentons quelques résultats numériques et graphiques qui

illustrent nos analyses.

1.2 Etude du probléme continu

Dans tout ce chapitre nous travaillons avec u € C([0, 1] x [0, 77) NC*!([0, 1]x]0, T7[) solution

classique du probléme (1.1)-(1.3) pour la donnée initiale wuy.

1.2.1 Propriétés qualitatives

Dans cette sous-section, nous supposons que ., (z,0) > 0 pour tout = €]0,1[. Nous pré-
sentons les résultats sur les propriétés qualitatives de la solution du probléme (1.1)-(1.3). Ces

résultats ont été prouvés par Chan dans [15] et Ozalp et al dans [60].
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Nous commengons par la définition d’'une sous-solution et d’une sur-solution du probléme (1.1)-
(1.3)

Définition 1.1. Une fonction v est appelée une sous-solution de (1.1)-(1.3), si v satisfait les

mégalités suivantes
vp(z,t) — vga(2,t) <0, 2 €]0,1], t €]0,T7,

v2(0,1) = f(0(0,7)), wva(1,8) < g(v(L,2)), T €]0,T],
v(z,0) < wvo(x), x € [0,1].
Quand les inégalités sont inverses, nous avons une sur-solution.

Nous présentons le Théoréme de comparaison pour le probléme (1.1)-(1.3). Puis les résultats

sur les propriétés qualitatives de u.

Théoréme 1.1. Soient w et v solutions de (1.1)-(1.3) avec respectivement des données initiales

wo et vg. St wy < vy, on a alors w(z,t) < v(x,t), pour tout (z,t) € [0,1] x [0,T].

Lemme 1.1. Siug est sous-solution de (1.1)-(1.3), alors on a :
1. u(x,t) >0, V(z,t) € [0,1] x [0,T7,
2. uy(x,t) >0, Y(z,t) €]0,1[x]0, T,
3. w(x,t) >0, V(z,t) € [0,1]x]0,T]
4. uz(z,t) >0, V(z,t) €]0,1[x]0,T7.

1.2.2 Explosion et point d’explosion de la solution de (1.1)-(1.3) sous
I’hypothése (I)

Dans la suite de cette sous-section nous supposons que g(s) = s? et f(s) = s? pour tout
s > 0 et la donnée initiale uy est sous-solution, non négative et croissante. Nous montrons

d’abord que si u explose en un temps fini 7', alors le point « = 1 est le seul point d’explosion.

Théoréme 1.2. Supposons que q > 1 et la solution u explose en un temps fini T .

Alors x = 1 est l'unique point d’explosion.
Pour la preuve de ce Théoréme nous nous référons a [60].

Lemme 1.2. Siq > p, ¢ > 1, alors il existe une constante o €]0, 1] telle que

vt € [0,T], g(u(1,t)) = f(u(0,1)) = ag(u(l,1)).
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Preuve. Comme uq est sous-solution non négative et croissante, d’aprés le Lemme 1.1 et les

hypothéses sur les fonctions f et g et sur les paramétres p et ¢, nous avons l'inégalité ci-dessous

Posons f(u(0,1))
oty =" gy U=
1 sinon.

Grace au Théoréme 1.2, nous avons la continuité de ¢ sur Uintervalle [0,7] et & valeur dans
10, 1]. D’aprées le Théoréme des bornes, ¢ atteint son minimum sur [0, 7]. D’ou I'existence d’une
constante a €]0, 1] telle que g(u(1,t)) — f(u(0,t)) > ag(u(1,t), Vt € [0,T7. O

Théoréme 1.3. Soit u la solution de (1.1)-(1.3) avec uy sous-solution. Supposons que

> ds
qg>1 et — < 0.
0

Alors u explose en un temps fini T pour la norme L' .

Preuve. Soient 7" < T, J(t) = fol u(z, t)dz, pour tout t € [0,7"].
1.

d{l—it) = /0 Uge (7, )dr = g(u(1,1)) — f(u(0,1)),

d’aprés le Lemme 1.2, il existe une constante o > 0 telle que, pour ¢ € [0,7”]

O aglu(rn).

D’apres le Lemme 1.1 nous avons

%&t) > ag(u(z,t)), Vo € [0,1].

En intégrant 'inégalité ci-dessus sur [0,1] par rapport a la variable x nous obtenons

I'inégalité ci-dessous

%Sf) > /Oag(u(x,t))dm,

par l'inégalité de Jensen, on a, pour ¢ € [0,7"]

P > aglaw). (1.4)
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Ce qui entraine que

b dJ(r)
/ogu(f)) = b

Rappelons que g(s) = s, s > 0, donc

b dJ(T)
/0 Ty =

par un changement de variable, nous avons

d’ou

J(0)~e+

alg—1)
D’ott u explose pour la norme L' & un temps fini 7.

Il est facile de voir que J(t) — oo quand ¢ —

J(0)~7+!

TS

O

Comme conséquence immédiate du Théoréme 1.3, nous avons ’explosion de u pour la norme

infinie quand ¢ tend vers T', c¢’est-a-dire

lim (-, )| = oo.

1.2.3 Extinction et point d’extinction de la solution de (1.1)-(1.3) sous
I’hypothése (II)

Dans cette sous-section , nous supposons que g(s) = (1—s) % et f(s) = (1 —s)7?, la donnée
initiale ug est sous-solution, non négative et croissante, et ¢ > p. Nous rappelons d’abord que

si u, la solution de (1.1)-(1.3) s’éteint, alors le point x = 1 est le seul point d’extinction.
Théoréme 1.4. St u s’éteint en un temps fini T, alors x = 1 est 'unique point d’extinction.

Pour la preuve de ce Théoréme nous nous référons a [15].
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Lemme 1.3. Si g > p, alors il existe une constante o €)0, 1] telle que
vt € [0,T], g(u(1,t)) — f(u(0,t)) = ag(u(l,t)).

Preuve. Comme u est sous-solution, non négative, croissante et 0 < uy(z) < 1 pour z € [0, 1],
d’aprés le Lemme 1.1 et les hypothéses sur les fonctions f et g et sur les paramétres p et ¢,

nous avons l'inégalité ci-dessous

%<1, t € [0,T.
Posons f(u(0,1))
o= gy =T

1 sinon.

Il est facile de voir que ¢ est continue sur [0, 7. ¢ atteint son minimum car elle est continue sur un
compact. D’ou 'existence d’une constante o €]0, 1] telle que g(u(1,t)) — f(u(0,t)) > ag(u(1,t),
pour tout ¢ € [0, 7. O

Dans la suite nous montrons que le temps maximal 7" pour lequel ||u(-,t)|l < 1,Vt € [0,T]
et lim [|u(-,t)|lec =17, est fini.
t—T~

Théoréme 1.5. Si g > p, alors
1. il existe un temps fini T tel que lm ||u(-,t)|lc =1";
t—T~

2. uy explose quand u atteint la valeur 1.

Preuve.
1. Par définition de T nous avons 0 < u(x,t) < 1, V(z,t) € [0,1] x [0, T7.
1
Soent, 8 = ag(u(1,0)), T < T et I(t) = / (1 — u(z, 1)) dz, Vi € 0,T).
0

Nous avons pour tout ¢ € [0,7"]

r't) = —/0 ug(x, t)dx
') = —lug(z,t
I'ty = —(g(u(1,t)) — f(u(0,t))), (dapres 1.2).

D’apres le Lemme 1.3 et le Lemme 1.1, on a

I'(t) < —ag(u(1,t) < —f = I'(t) < —B.
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Ainsi, pour tout ¢ € [0,7"]
0< 1(t) < I(0) - f.
1

(0)

ce qui entraine que I(ty) = 0 pour ty = 7 Comme u est croissante par rapport a x,

nous obtenons
0<1—u(l,t) <I(t) <I(0)— pGt.

D’ou l'existence d’'un temps fini 7' (0 < T' < ty) tel que

lim w(1,¢t) =1".

t—=T—

2. Supposons que u; est bornée. Alors il existe une constante positive M telle que u; < M.

puisque u; = Uy, , NOUS avons
Uz < M dans ]0, 1[x]0, 7.

En intégrant chaque membre de la derniére inégalité par rapport a la variable d’espace

de z & 1 nous obtenons
puis

par intégration de chacun des membres de I'inégalité ci-dessus par rapport a la variable

d’espace de 0 a 1 nous avons l'inégalité suivante,

1 M

W < 5 +u(1,t) —u(0,1).

Quand t — T, nous pouvons constater que le terme de gauche de I'inégalité ci-dessus

devient infini tandis que le terme de droite est fini. Cette contradiction montre que u;

explose quand limy 7 [Ju(-,t)]| = 17. O

1.3 Etude numérique

1.3.1 Construction du schéma semi-discret en espace de (1.1)-(1.3)

Nous établissons une forme semi-discréte de (1.1)-(1.3) de la fagon suivante : Nous consi-

dérons une subdivision 0 = 21 < 23 < ... < 7; < Ty < ... < x;1 < 7 = 1 de l'intervalle
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[0,1], ot I € Net I > 2 et i =1,...,I. Nous choisissons comme pas de subdivision, le réel
strictement positif h tel que

h:xi+1_xi: ,1§Z§[—1

I—-1
Ce qui implique z; = (i — 1)h pour i =1,..., 1.
En remplacant x par z; dans le probléme continu (1.1)-(1.3) , nous obtenons, pour ¢t €]0, 77,

le schéma suivant :

(24, t) = Ugz (x4, ), 1=2,...,1—1, (1.5)
um(flfl,t) = f(u(l‘ht))v uw(wht) = g(“(xbt))> (16)
w(z;,0) = uo(x;), i=1,...,1. (1.7)

On suppose que u € C*1([0,1] x [0, T[). On cherche a déterminer des approximations de w,(z;, t)
et Uy (T4, 1).
w(ziq,t) =u(z; —h,t), i=2,...,1, t€[0,T].

La solution u admet un développement limité de type Taylor-Lagrange en espace d’ordre 4 de

la forme :
h? h3
wW(Tig1,t) = u(z; + h,t) = wu(wg,t) + hug(z;,t) + Eum(x,, t) + Eumw(xz, t)
h4
+ﬂuxﬂm}(&i,t), a; E]ZL’Z‘,I'H_l[, Z = 1, e ,I — 1, t € [O,T[,
h2 3
w(zi_1,t) =u(z; + h,t) = u(x;,t) — hug(z;,t) + ?um(mi,t) — Eumx(xi,t)
h4
+ﬂuxa:acac(6za t)7 6@ G]xi_l, xi[a 1= 2a s 717 te [O7T[

En faisant ’addition membres par membres des deux précédentes égalités, on obtient :

4 h4
w(ip1, t) + u(wi1,t) = 2u(x;, t) + h2um(a:i, t)+ ﬁumm(ai, t) + ﬂumm(ﬁi, t)te|0,T].

Avec «; €|z, x|, Bi €lwii,mil, i=2,...,1 —1, t € [0,T], nous obtenons :

w(@iq1,t) — 2u(w;, t) + w(wi—1,t h?
( +1 ) (h2 ) ( ! ) — 2—4 (uxxmx<&l>t) "’uxmxx(ﬁzat))

En faisant un développement limité de type Taylor-Lagrange en espace d’ordre 3, on a, pour
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tel0,T]:
2 h3
u(wa,t) = u(wy,t) + huy(z1,t) + ?Umfc<x17 t) + guzmm<a17t)a a1 €|y, o],
h? h?
w(xr-1,t) = u(wr, t) — hug(zg,t) + Euzx(xlat) — Eumz(ﬁl,t), Br €xi—1, 1],
ce qui entraine que
2u(xo,t) — 2u(zy,t)  2ug(xy,t)  h
uac:c(xly t) = 2 - h - guxa:ac(alv t):
2u(xr_1,t) — 2u(xy,t 2u,(xy,t h
Umc(l'[,t) = ( -1 )h2 ( ! ) + (hI ) + gux:m:(ﬁfvt)?

et comme u,(x1,t) = f(u(xy,t)), ugx(zr,t) = g(us(t)), nous avons

2u(wg, t) — 2u(xy,t)  2f(u(xy,t)) h

u:v$('r17 t) = 72 - A - gumz(alv t)’
2u(xr_1,t) — 2u(xy,t 2g(ug(t h
Uge (21, 1) = (11 )h2 (zr,t) + 9( }j( ) + gua:acx(ﬁlat)'
Ce qui entraine que nous avons, pour t € [0,T], i =2,...,1 — 1,
du(xy,t) 2u(wg, t) — 2u(xy,t)  2f(u(xzy,t)) h
= - - 5 Uzxx 7t ) L.
dt E h g teae(o1, 1) (1.8)
du(xi,t)  u(@ipr,t) — 2u(x;, t) +u(zi_y,t) R
du(zy,t) 2u(xy_q,t) — 2u(xr,t)  2g(u(xy,t))  h
= - . 1.1

Pour h suffisamment petit, nous avons, pour ¢ € [0, T,

2u(w2, ) — 2u(z1,t)  2f(u(w1,t))

tarlons )~ h? h )
: ’t —2 i7t i— 7t .

Usg (T3, 1) = G U(;fz ) & uli ), i=2,...,1—1,
2u(rr,t) — 2 t) 2 t
Ugz (X1, 1) & u(zr_1, )hz u(zy, )_|_ g(u(}alsf, )

Soit U; une approximation numérique de v au noeud x; et ¢; une approximation numérique de
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up au noeud z;, nous obtenons le systéme d’EDO suivant :

2f(UL(1))

Ult) = 06°Ui(t) — P (1.11)
Ult)y = 8*Ust), i=2,...,1—1, (1.12)
29(Ur(t
Uit) = &*Ur(t) + w, (1.13)
ou
52U, (1) = 2U2(t)h_22U1(t)’
52Ui(t) _ Ui—l(t)72Uhi2(t)+Ui+1(t)’ i=2...,1—1, (1.15)
52U1(t) _ 2U1—1(722*2U1(t).

1.3.2 Existence et unicité de la solution du probléme semi-discret en
espace de (1.11)-(1.14)

Dans cette sous-section, nous prouvons l’existence et 1'unicité de la solution du probléme
semi-discret en espace (1.11)-(1.14) & partir d’un systéme différentiel non linéaire autonome du

premier degré.

Théoréme 1.6. Pour chaque pas de discrétisation h fizé, le probléme semi-discret en espace
(1.11)-(1.14) admet une unique solution mazximale ([0, Th.maz[, Un(+)), 0% [0, Th max| désigne lin-

tervalle mazimal de temps d’existence de la solution maximale Uy,.

Preuve. En considérant le probléme (1.11)-(1.14) nous avons

ax,(t)
- F(Xu(1)),
Xn(to) = XJ,,

ot X2 = (¢1,...,¢1) et to = 0. F fonction de la variable Xj,(t) = (X;(t),..., X;(¢))" définie
sur R? par F(X,(t)) = (Fy(Xn(t), -, Fi(Xn(t)" avec

2X5(t) — 2X,(t)  2f(X1(t))

A - 22602
Fi(X,(t) = Xi_1<t>_2)2i2(t)+Xi+l(t)’ I
() = 2200 | 200),
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Nous pouvons voir que F est de classe C! sur RY. D’aprés le Théoréme 3.14 (en annexes) nous
obtenons le résultat souhaité. 0J
Dans tout ce qui suit, nous notons Uy, € C([0, T}, ;maz[, R?) I'unique solution maximale du

systéme (1.11)-(1.14), pour tout pas de discrétisation h.

1.3.3 Propriétés qualitatives de la solution du probléme semi-discret
en espace (1.11)-(1.14)

Dans cette sous-section, nous prouvons que la solution du probléme semi-discret en espace
converge vers la solution du probléme continu lorsque le pas de discrétisation spatiale tend vers
zéro. D’abord nous donnons la définition d’une sous-solution et d’une sur-solution du probléme
(1.11)-(1.14).

Définition 1.2. Soit Vi, = (Vi,---,Vi)T € CY[0, Th.maz[, RY), Vi est appelée sous-solution de
(1.11)-(1.14) si V}, satisfait les inégalités suivantes

dVi(t 1(t) — 2V(t i+1(t
‘ZL()_‘/L 1() ‘/;2()+‘/;+1()§0’ i:2,"',l—1,tE]O,TMmax[,

o) 20 -2 | 2 (0)

S 07 t E]O7Th,maz[7

i hf h,
Vilt)  2Via() = 2Vi®)  20Vi) g,
- = A < U, y L h,max |

Vi(0) < U;(0), i=1,---,1,

ot Uy, = (Uy, -+ ,Ur)T est solution (1.11)-(1.14).

Quand les inégalités sont inverses, nous avons une sur-solution.
Le Lemme suivant est une forme semi-discréte du principe du maximum.

Lemme 1.4. Soient, b, € C°([0, T maz[, RY) et Vi, € CH[0, Ty maz|, RY) tels que

V/(t) = 8°Vi(t) + bi(t)Vi(t) > 0, 1 <i < I, t €]0, Thmasl, (1.16)
Vi(0) >0, 1<i<I (1.17)

Nous avons alors, Vi(t) >0, 1 <i <1, t €]0,Thmaz|-

Preuve. Soit Ty tel que Ty < Th max, définissons Zj(t) = Vj,(t)e avec A un réel tel que, pour
tout i € {1,...,1} et t € [0,Tp],

bi(t) — X > 0. (1.18)
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En multipliant I'inégalité (1.16) par e et en ajoutant A\eV;(¢) de part et d’autre de I'inégalité,

nous obtenons, pour ¢ €]0, T) maz|,
MV () — eMIPVi(t) + bi(1)eMVi(t) + AeMVi(t) > AeMVi(t), 1 <i <,
puis
MV (1) + X MV(t) — eMI2Vi(t) + bi(1)eMVi(t) — XeMVi(t) >0, 1 <i < I,

de cette inégalité nous aboutissons a 'inégalité suivante

ZI(t) — 8 Zi(t) + (bi(t) = N Zi(t) >0, i=1,...,1, t €10, Thmasl, (1.19)
Z0)>0, i=1,...,1. (1.20)
Comme pour tout ¢ € {1,..., 1}, Z;(t) est une fonction continue sur le compact [0, 7p], il existe

alors ig € {1,..., I} tel que m = Z; (t;,) = mini<i<s, seo,1) Zi(1)-
Supposons que m < 0.

Si t;, = 0, alors Z;,(0) < 0, ce qui contredit (1.20), donc ¢;, > 0.

D’apres 'hypothése sur m,

Ziy(tiy) < Ziy(tiy — k), pour k assez petit ,

Ziy(tiy) < Zig41(tiy) G0 € {1,..., 1 — 1},
Ziy(tiy) < Zig—1(tiy), t0 €{2,...,1},

d’ou
Zi0<ti0) — Zio (tio _ k)

Z;O (tlo) = lim

<0, et 67 (t
k—0

) > 0.

10

Ziyr1(to) — Ziy(to)

12 > 0, si =1,
Zips1(to) — 2Z;, (to) + Zip (¢ .
o+1(t0) ]22( 0) o-1(fo) > 0, siig€{2,...,1—1},
Zi0_1(t0) - Zio (to)

12 > O, St iOII,

Nous avons le résultat suivant comme conséquence directe des inégalités précédentes et de
l'inégalité (1.18)
Zi(tig) — 0°Ziy(tig) + (big (tig) — N Zig (tiy) < O,
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ce qui contredit (1.19) et la preuve est compléte. [

Lemme 1.5. (Lemme de comparaison) Soient, Wy, Vi, € CY([0, Thmaz|, RY) telles que pour
t e [O, Th,maac [;
Wi(t) — 8°Wi(t) < Vi (t) = 6*Vi(t), i=2,...,1—1,
/ 2 / 2
Wi(t) — 0*Wh(t) + (W) < Vilt) - S*Vi(t) + ()

Wi(E) — SWilt) — = g(Wi(e)) < Vi(0) — Vi(t) — > 9(Vi(0)

Nous avons alors
Wh(t) S Vh(t), Vit S [O7Th,max['

Preuve. Considérons le vecteur Zy,(t) = Vj,(t) — Wi(t), t € [0, Thmaz[. D’aprés les hypothéses

nous avons, pour tout t € [0, Th, maz|

VI(t) = Wi(t) = (3%Vi(t) = 0°Wi(t)) > 0, i=2,....1—1,

)

Vi)~ W) — (GPVi() — PW2(0)) + 2 FVA(0) — - F (Wi () > 0

Vi) — WHE) — (FVilt) — Wil0) — ~g(Vi(0) + 2a(Wi() > 0

Vi(0) —W;(0) >0, i=1,...,1.

D’aprés le Théoréme des accroissements finis, il existe ((t), £(t) pris respectivement, entre V;(t)
et Wi (t), et entre V;(t) et W(t) telles que

Zi(t) = 82Zi(t) >0, i=2,....,0 =1, t €0, Thmazl, (1.21)
Z0(t) — 22, (t) + % FC)Zu(E) > 0, £ € [0, Ty, (1.22)
Zys(6) = 8 211(0) ~ o (€0 Z1(6) > 0, € [0, Tupael, (1.23)
Z0)>0, i=1,..,1. (1.24)

Nous pouvons écrire (1.21)-(1.24) comme
Zi(t) = 8 Zi(t) + bi() Zi(t) 2 0, i=1,.... 1, t € [0, Thpmaal.

ou pour tout t € [0, Thmaz[ €t @ =2,...,1 — 1, b1(t) = —f'(C(1)), bi(t) = —Eg’(f(t)), bi(t) =0
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et sont des fonctions continues. On a Z;(t) > 0, Vt € [0, Ty aa| €t @ =1,...,1 (d’aprés Lemme

1.4), ce qui achéve la preuve. O

Le Lemme suivant nous donne les propriétés qualitatives de la solution du probléme (1.11)-
(1.14).

Lemme 1.6. Soit Uy, € CY([0, Th,maz|, RY) la solution de (1.11)-(1.14) avec une donnée initiale
positive pp, sous solution de (1.11)-(1.14) telle que ;11 > @; pouri=1,...,1 —1. Nous avons

alors
L U®#) >0 >0 i=1,....0, t€[0,Thmaz|;
2. Uina(t) > Ui(t), 1=1,...,1 =1, t€[0,Thmaxl;
3. U(t) >0, i=1,...,1, t €0, Thmax|;

Preuve.

1. Puisque ¢y, est sous-solution de (1.11)-(1.14), d’aprés le systéme 1.15 et la Définition 1.2,

nous avons
2@2 — 2%01
T
Vit1 — 20; + i1
_ =

2(,0],1 — 230] 2 2 2
T2 E9<901) = —0"pr — EQ(SDI) <0,

- %f(sol) =—0%p1 + %f(sol) <0,

= 6%, <0,i=2,...,1—1,

ce qui implique
2 2
~%1 + 2 fln) < UL = PU) + 1 f(T(0)

8% <UL = 82U (1), i=2,...,1—1,

07— 2glpr) < UH(1) — 9°Ur(e) — g(Us(1)

D’aprés le Lemme 1.5, on a

U(t) > ;i >0, pour i=1,....1, t €[0,Thmaz

2. Pour 1 <i<I—1, t€l0,Thmas| posons K;(t) = Ui1(t) — Us(t).
Soit i € {1,...,I — 1}, comme K;(0) = U;11(0) — U;(0) = @41 — ;i > 0, il existe
t €]0, Th,maz| tel que K;(t) > 0 car K; est coninue sur [0, T} maz|-
Soit tg le premier temps ¢ > 0, tel que K;(t) = Ujy1(t) — U;(t) > 0, pour 1 < ¢ < [ —1,
mais K;,(to) = Ui,+1(to) — Uiy (to) = 0 pour un certain ig € {1,...,1 — 1}. Sans perte de



1.3 Etude numérique 27

généralité, nous pouvons supposer que ig est le plus petit entier satisfaisant 'inégalité

ci-dessus. D’une part on a, t € [0, T) maz|

Ki(t) = U(t) — UL(0)
Ki(t) = Uln(t) - Ul 2<i<I-2

7

Kp () = Up(t) = Up4(t)

d’aprés (1.11)-(1.13), nous avons

s Us@) —20a(t) + Ui(t)  (2Ua(t) — 2U4(t)  2f(Us(1))
Ki(t) = £ -< 20 _ 2 )
K(t) — Uir2(t) — 2(;;;1@) +U(t)  Uina(t) — 2(2-2(15) - Ui_l(t), D<i<I—2
K1) = QUH(%— 2Ui() 29(121@)) _Ui(t) —2U1_h12(t) + Up_(t)

Ko(t) — 3Kq(t) | 2/(Th(t))

Ki(t) = - .
ety = Kl = QK"Q(t) RO iy (1.25)
K () = K) ;23K11(t) N 29((21@))‘

Selon les hypotheéses sur %y, nous avons les inégalités suivantes :

K (to) = lim Riglto) = Kyl =) _

e—0 €

Kiyy1(to) — 2K, (to) + Kiy—1(to)

>0 si2<iyg<I-—2

h2
K; to) — 3K, (t ..
0+1( 0) O( 0) >0 Si 20:1’
h2
—3K;,(t K, _(t ..
O(O)h—g 01(0)>0 sidig=1-1,

ce qui implique que

Kiy11(to) — 2K, (to) + Ky, —1(to)

Kl{o(t())_ 12 <0 s12<4p<1—-2,
K; ty) — 3K, (t 2f(U; (t .
Kz{o(to)_ 0+1( O)h2 0( 0) . f( . ( )) <0 si 20217
—3K; (t K; (¢t 29(U; 11(t .
Kllo(to) _ 0( O)h_; 0 1( 0) _ g( 0h+1( )) < O si ZO — I _ 1
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Ces derniéres ingégalités contredisent (1.25) et nous obtenons le résultat désiré.
3. Notons Z;(t) = Ui(t+¢) —Ui(t), i=1,...,1, en utilisant 'assertion 1 du Lemme. nous
obtenons Z;(0) > 0. Pour 2 <i < I —1, et pour t € [0, Th maz|, d’aprés (1.11)-(1.12) on a
Ul;l(t + 8) — 2Ul<t -+ 8) —+ Ui+1(t + 8) - Uifl(t) — 2Ul(t) + Ui+1(t)

Zi(t) = e “ |
Z(1) 20,(t +5)}:22U1(t+5) B 2f(U12t+s)) B 2U2(t)}:22U1(t) N 2f((21(t))’
z(p) = Plt 8312_ Wit ve) | QQ(UI(; +e) 2U1_1(t)hz— 2U(t) 29(121@))7

ainsi nous obtenons

Zia(t) = 2Zi(t) + Zia (1)

Zz/(t) = B2 ) 2 S i S I— 17 (S [OaTh,max[a
Z(t) = 2Z2(t)f:2221(t) B QfI(U(Q)Zl(t)’ t € [0, Thmasl,
Z}(t) _ 221_1(15)]12— 2Z](t) n 2g’(£<th)J)Z[(t)’ ‘e [O,Tmmax[,

Z0)>0, i=1,...,1,

ou n(t), £(t) des fonctions continues prises respectivement, entre Ui (t + ¢) et U;(t), et entre
Ur(t+¢) et Us(t).

Nous pouvons écrire (1.21)-(1.24) comme
Zi(t) = 6°Zi(t) + bi(1) Zs(t) > 0, i=1,....1, t € [0, Thmaal,

2 2
ou pour tout t € [0, Thmaz| €t 1 =2,...,1 =1, by(t) = Ef’(n(t)), bi(t) = —Eg’(g(t)), bi(t) =0
et sont des fonctions continues. On a Z;(t) > 0, Vt € [0, Th aa| €t @ =1,..., 1 (d’aprés Lemme

1.4), ce qui achéve la preuve. O

Nous terminons cette sous-section par le Lemme suivant

Lemme 1.7. Soient y une fonction de classe C? sur |0, +oo[ et U, € CY([0, Thimaz|, RT) solution
de (1.11)-(1.14) telle que Uy > 0. Alors, nous avons : pour tout t € [0, Th maa|, ¢ = 1 1

g ey 3

<5+Ui(t>>2 " (6_Ui(t))2 "

0%y (Uilt) = *(U(0)y' (Ui(1)) + ——==y" (0:(0)) + ————y"(6:(1)),

0*y(Ur(t) = 8*(Ur(1)y' (Ur (1)) + (07U (1)) " (0:(2)),

*y(Ui(t) = 8*(Ur(1))y' (Ur(1)) + (0~ Ui(1))*y" (mi(t)).-
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De plus si y"(s) > 0, s €]0,+o0[, nous avons
*y(Ui(t)) > 6*(Ui(t))y' (Ui (1))

Preuve. En utilisant le développement limité de type Taylor-Lagrange a 1’orde 2, nous obte-
nons : pour tout ¢ € [0, T maxl,

pouri=1,..., 1 —1

y(Uina (1) = y(Ui(t) + haTUi(1)) = y(Ui(¥)) + hoT Ui )y (Ui(})) + 4" (6:(1)),

avec 0T U; = %, 0;(t) pris entre U;(t) et U;11(t),

etpourt=2,...,I,ona:

(haiUi(t»Q "

y(Ui-1(t)) = y(Ui(t) — ho~Ui(t)) = y(Ui(t)) — hd~Ui()y' (Ui(t)) + 59 (0:(1),
avec 6 U; = Ui_}(lj"*l et n pris entre U; et U;_q, donc, pour t =2,...,1 — 1, 0on a
2 =20 _ 20,0y (02(0) + 57 U0)0" 01,
A0 = 2OO) _ o0, () (01(0)) + (5-0(0))% (1)),
d’ou : pour tout t € [0, Th maz|,
SPy(Ui(t)) > (U ()Y (Us(t)), i=1,...,1.
O

1.3.4 Convergence de la solution du probléme semi-discret en espace
(1.11)-(1.14)

Dans cette sous-section, nous prouvons par le théoréme suivant que la solution du pro-
bléme semi-discret en espace converge vers la solution du probléme continu lorsque le pas de

discrétisation spatiale tend vers zéro. Pour la suite, nous notons

up(t) = (u(zy,t), ..., u(zr, )T Ve [0,T] et ||Up(t)]|oo = magxl |Ui(t)], t €0, Thmaz|-

1<e
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Théoréme 1.7. Soit T* > 0, supposons que la solution u du probleme continu appartient @
C*([0,1] x [0,T*]) et que la donnée initiale @y, de (1.11)-(1.14) vérifie

lon — un(0)]|oo = 0(1), h — 0. (1.26)

Alors, pour h assez petit, le probleme semi-discret (1.11)-(1.14) a une unique solution U, €
C* ([0,T7],RY) telle que

max ||Ux(t) — un(t)||ec = O(|lon — un(0)||oc + R), Vt € [0,T7] quand h — 0.

te[0,T]

Preuve. Soit ¢ > 0 tel que
lu(-, )]0 < o, t €[0,T7]. (1.27)

D’apres le Théoréme 1.6, le probléme semi-discret (1.11)-(1.14) a pour tout h, une unique
solution U, € C* ([0, T%],RT). Soit ¢(h) < T* la plus grande valeur de ¢ > 0 telle que

UL (t) — un(®)]]oo < 1, V2 €]0,¢(R)]. (1.28)

Par continuité de Uy, — uy sur [0,7%], la relation (1.26) implique ¢(h) > 0 pour h assez petit.

En utilisant I'inégalité triangulaire, nous obtenons
1Un() oo < [UR(E) = un(t)lloo + [l t)[|oo, pour £ € [0,£(h)],
ce qui implique que
|Un(t)|loo < 1+ 0, pour te|0,t(h)[. (1.29)

Soit e (t) = up(t)—Uy(t), Vt € [0, T*] Perreur de discrétisation. En faisant la différence membres

par membres des égalités de (1.8)-(1.10) et (1.11)-(1.13), nous obtenons les relations suivantes :

deq (t) 2f'(m(@))ei(t) h

. — Tal- h ~ glana(a1, 1), (1.30)
. 2
degh(ft) = &ei(t) — ];—4 (Ugewn (i, 1) + Ugzee (Biy 1)), 2<i<T—1, (1.31)
d 29’ h
Z,Et) = Oer(t) + M + 3t (81, 1), (1.32)

ou 7;(t) est prise entre U;(t) et u(x;,t) pour ¢ € {1,1}, a; €|zj,mipa], @ = 1,...,1 — 1 et
Bi €lxi_1,zi[, i =2,...,1 . En utilisant (1.27) et (1.29), il existe une constante positive M telle
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que
declhgt) o 5261(t) + 2f,(771(£))61(t) S Mh, (133)
de;it) —§%(t) < Mh, 2<i<I-—1, (1.34)
der(t) o 29’ (nr(t))er(t)
7 — (5 €1<t) - f S Mh. (1'35)

Considérons maintenant la fonction W e C** ([0, 1], [0, T*]) telle que
W(z,t) = (len — un(0)lloo + Mh) eM+DHC2 (2, 1) € [0,1] x [0,T7].

Nous obtenons les équations suivantes :

Wiz, t) = Wiz, t)+ (M +1—CHW (x;,t), Y(z,t) €[0,1] x [0,T7] (1.36)
W,(0,t) = CW(0,t), Wy(l,t)=CW(L,¢t), vt € [0,T"] (1.37)
W(z,0) = (|lon —un(0)]leo + MR)eC, t € [0,T7]. (1.38)

En appliquant le schéma (1.8)-(1.10) au systéme (1.36)-(1.38), nous obtenons

AW (z;, 1) h?

dt Y
2<i<I—-1,Vtel0,T7
d t 2 t h
avec aj pris entre x; et x; 41, pour i = 1,...,1 — 1 et (! pris entre z;_1 et z;, pour i = 2,...,1I.
dw t 20W t hO3
E;;lv ) — 52W(3717t) — — }Exly ) —+ (M +1-— CQ)W(Zvl,t) . TW(O/l?t)a Yt € [O,T*]
dW i t h204
LD 52w () + (M 1= O Cat) = 7 Wl 1)+ W81,
2<i<I—-1,Vvtel0,T7
aw t 20W t hC3
f;;]) ) — (52W(xl7t) + ]Exj, ) -+ (M + 1 — CQ)W(I‘],t) + TW<5};t)7 V¢ c [O,T*]
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Nous pouvons choisir les constantes M et C telles que , pour t € [0, T%],

dW(CL'ht) —(52W<I1,t) + wW—M 2 Mh
dt h
d iat )
dW((;;Iat) . 52W(Z’],t) _ wWT('TI’t) > Mh.

D’aprés le systéme (1.33)-(1.35), nous avons les inégalités suivantes :

dW(zy,t) 20W (w1, t) _ des(t) o, 2" (m(¢))ea(t)
2L R > _
o W (21, t) + Y z dep(t) + .
W — W (24, t) > de;it) —ei(t), i=2,..., 11
aw(zr,t) 20W (zr,t) _ der(t) 24¢'(nr(t))er(t)
el e £ - > _ AN AP

puis nous avons

AV O = ) _ oy (ay,1) = eaft)) + 2O g0, ) — ey 2 0

dt h
d(VV(:Uz,:h)f —e(t)) — (W (s, t) —ei(t)) >0, i=2,...,1—1
d(W(xz,Z —er(t) (W (r.1) — ex(t)) — 2(C + 9};(771(15))) (W (zr,t) —er(t) >0

W(x;,0) —e;(0) >0, 1=1,...,1.

Du lemme 1.4 on déduit que

W{(x;,t) > ei(t) pour te[0,t(h)],1<i<I.
Par le méme procédé, nous montrons aussi que

W(x;,t) > —e;(t) pour te€(0,t(h)], 1<i<I.
On déduit de ce qui précede

Wz, t) > |ei(t)] pour tel0,t(h)],1<i<I.
Et on a finalement

1UA(#) = un(®)llse < (lon = un(0)lloc + Mh) M FVHC T pour ¢ € [0, ¢(h)[.
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Ensuite nous prouvons que t(h) = T™*. Supposons que T > t(h), de (1.28) on en déduit que

L= ||Un(t(h)) — up(t(h)]lco < (llon — un(0)]|co + Mh) (M+1)t+C

Puisque que le terme & droite de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro quand h tend vers zéro,
on a 1 <0, ce qui est impossible. Cela prouve que t(h) = T*, et achéve la démonstration du

théoreme. 0

1.3.5 Explosion en temps fini et convergence du temps d’explosion de
la solution de (1.11)-(1.14) sous I’hypothése (I)

Dans cette sous-section nous considérons le cas o f(s) = s” et g(s) = s? pour tout s positive
avec ¢ > 1 et ¢ > p. Nous supposons que la solution v du probléme (1.1)-(1.3) est élément de

C*1([0,1] x [0, T[). Nous commengons par la définition suivante.

Définition 1.3. La solution Uy de (1.11)-(1.14) explose en un temps fini, s’il existe un temps
fini Ty, > 0 tel que

Vit € [0, Th], [UL(H)]|oo < 00 et hm |UR(t)]| 0o = 00.

Ty, est appelé le temps d’explosion semi-discret de Uy,. St Ty, existe, alors Ty, = Thmaz-

Nous notons pour la suite uy(t) = (u(x1,t), ..., u(zr, )T et ugp = (ug(w1),. .., uo(zs))? et

nous supposons que la donnée initiale @, est une sous-solution de (1.11)-(1.14) et vérifie (1.26).

Notre principal résultat est le théoréme suivant

Théoréme 1.8. Supposons que la solution Uy, du probleme semi-discret (1.11)-(1.14) est élé-
ment de C1([0, T[,RY) et la donnée initale o3, de (1.11)-(1.14) vérifie (1.26). Alors pour h assez

petit, il existe un temps fini Ty, > 0 tel que la solution Uy explose au temps fini T), et

lim 7y, =T.
h—0

Preuve. Soit € > 0, introduisons la fonction suivante :
1
J(t) = / (e, de, Ve [0,T —¢). (1.39)
0

Soit Jy(t) = 21, hUi(t) une approximation numérique de J(t) (méthode des rectangles),
pour tout t € [0, — ¢].
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Nous avons, Vt € [0,T — €|

I
dJy(t dU;(t
W) 5400,
=1

dt
dI(t)  dUL(t)  dUL(t) <, dU(t)
dt _hdt +hdt +Z,Zhdt’
d’aprés (1.12), on a
dn(t) _ hdUi(t)  hdUi(t) = hdUy(t) @dU,(t)+§U,+1(t)—2Ui(t)+Ui1(t)
dt 2 dt 2 dt 2 dt 2 dt S h ’

d’apres (1.11) et (1.13), nous obtenons

dJ(t) _ hdUL(t) | hdU(t) | Ua(t) = Us(t) | Ur-a(t) = Un(t)

a2 dt 2 dt h

(U (1) — F(UL(E)) + Z Um(t)h— Uit) .

par téléscopage, nous avons

dJu(t)  hdUW(t) | hdU(t)

o = 5 g Ta g Toli®) = f(UL())

+U2(t) ; Ui (t) N Uf_l(t)h— Us(t) N Ui (t) ; Us(t) N U (t) _hUH(t)

du(t) _ hdUi(t) | hdU(1)
dat 2 dt 2 dt

+9(Ur(t)) — f(UL(1))- (1.40)

D’aprés le Lemme 1.6, nous obtenons 1'inégalité suivante :

dJn(t)
dt

> g(Ur(t)) = f(UL(1)), Yt € [0,T —€l.

D’aprés le Lemme 1.6 et les hypothéses sur f et g, nous avons g(U(t)) — f(Uy(t)) > 0, Vt €
[0,7 — ¢]. Posons
f(UL(?))
alt)=1———>= Vtel|0,T —¢|.
D=1y T

Etant donné que fo U, et go U; sont continues sur [0, T —¢] et en utilisant le Lemme 1.6, nous
avons (go Ur)(t) # 0, Vt € [0,T — €], d’aprés le Théoréme des bornes, la fonction « atteint son

minimum sur [0, 7 — ¢].
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En prenant v = minsejor—o{a(t)}, on a, pour tout ¢t € [0,T — ]

dJn(t)
dt

> yg(Ur(t)),

d’aprés 'assertion 2. du Lemme 1.6, on a

an(t)
i -

I I
1 dJn(t) 1 1
- 2 s : Ih— —
1+h;h i 2 TR 2 U) (h 1+h>’

d’aprés l'inégalité de Jensen (voir 3.17), on a

d‘fc’i‘ft) > g <1+hZhUi(t>>,

comme ¢(s) = s?, on a

2 g () (avee = ). (1.41)

Comme g(s) = s? et ¢ > 1, pour Ry >0, on a

g(s) >0 pour s> Ry

/%ﬁ«n (1.42)

Ro g9(s)

I

Soit Ry(t) = Z hu(z;,t) la somme de Riemann associée a J(t), pour tout ¢t € [0,7 —e]. D’aprés
i=1

I'inégalité triangulaire, nous avons

() = Jn(O)] < [J(t) = Re(@)] + [ Ri(E) = Jn(t)].

D’apres le théoréme de Majoration de l'erreur et le Théoréme 1.7, il existe une constante

strictement positive C telle que

17(8) = Ju(t)] < WM (L) + Clon — un(0) oo + h) 0 M() = sup |us(a,8)], Vt € [0,T — <],

0<z<1
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Ainsi, on a

sup |J(t) — Ju(t)| < bch + C(llon — up(0)]|oo + h), o1 b = sup M(t).

te[0,T—¢€] te[0,T—e]

Donc, pour tout e strictement positif, nous avons

lim sup |J(t) — Ju(t)| =0.

h—=0¢c]0,7—e]

En vertu du Théoréme 1.1 de Takeo dans [75], il existe un temps fini 7}, > 0 tel que U,

explose au temps fini T}, et limy,_,o 1}, = T. O

Lemme 1.8. Supposons que ¢ > 1, ¢ > p et Uy, explose pour la norme L' & un temps fini Ty,

alors
Jn(t) ~ (T — )=,

dans le sens qu’il existe deux constantes Cy et Cy telles que

C(T — )"V D < Jo (1) < Co(T — )"V,

I
Preuve. Rappelons que Jy,(t) = Z hU;(t), pour tout t € [0, T}].
i=1
D’aprés I'équation (1.40), on a, pour tout t €]0, T},

dJn(t)  2dU;(t) N 2dU;(t)
dt  hdt hdt

+29(Us(t)) = 2f (UL (1)

en utilisant (1.11)-(1.13), nous aboutissons a

A(t) _ Ua(t) ~Ua(t) , Ura(t) = Us()

dt h h +29(Ui(1)) - 2/ (Uh(1)),

d’aprés le Lemme 1.6, 0 < U;(t) < Ugy1(t), pour i = 1,..., I — 1 et t €]0,T}][.
Ce qui implique

Us(t) — Ui(2)
dt h

dJn(t) < Us(t) — Ui (?)
dt - h

IN

+29(Us(t))

+ 2h_qg<hU[(t))

on a, hUr(t) < S0 hU;(t), done

ngt(t) < =) - D) | 5y, <; hUi(t)) :
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dJn(t) < Us(t) — Uy (t)
a  — h
Comme Jp,(t) explose en T}, (Théoréme 1.8), il existe une constante A > 0 et tq €]0, T} telles

+2hg(Jn(1)).

que pour chaque t € [ty, T,[, nous avons

dJu(t)
dt

< )‘h_qg(‘]h (t))v

dJn(t)
g(Jn(t))

par un changement de variable, nous obtenons

+o00 +oo
/ s / & (T, — 1),
Tt 9(8) Tu(t) S

< \h~4dt,

De cette derniéere inégalité, nous parvenons a

o\ V@)
Cl(Th _ t)—l/(q—l) < Jh(t), avec Cl = (m) . (143)

D’apres (1.41) on a, pour tout ¢ €]0, T},

()
dt

> g (Ju(t)),

nous pouvons intégrer 'inégalité ci-dessus entre ¢ et T}, et obtenir

T th(S) o
/t m > 7h<Th t)a

par un changement de variable, nous obtenons

% ds
/ — = (Th — 1).
J

n(t) s

Par conséquent

. 1 1/(a-1)
< T —_— - q- = B ————— .
Jh<t) ~ CQ( h t) s avec 02 (’_Yh(q — 1))

Ce qui termine notre preuve. O

Théoréme 1.9. Supposons que q > 1, q > p et Uy explose pour la norme infinie a un temps
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fini Ty, avec pp, sous-solution de (1.11)-(1.14), alors
Ur(t) ~ (T, — )=V,
au sens qu’il existe deux constantes K et Ky telles que
K\(T — )@= <U(t) < Ko(T — t)~ Va1,
Preuve. Soit J,(t) = (Ji(t),...,J1(t)) t € [0,T}], telle que
Ji(t) = U/(t) — Bg(Ui(t), i =1...,1, t €)0, Ty,
J(0)=0dp; — Bl i=1...,1.

D’aprés (1.11)-(1.13) nous avons pour t €]0, Ty,

nipy = 2RO 2O gy
Ch() 2050 Z 2000 _ 2 GO gy g,y

Us(t) — 205(t) + Ui (£)  205(8) — 20(1)  2f (UL (1))
2 - 2 T
—Bg(Ua(t)) + Bg(Ur(t))

Jo(t) = A(t) = Us(t) — Ui(t) — Blg(Ua(t)) — g(Uh (1))
2J5(t) = 2J1(1) 205(1) — 201(1) _ ,29(0a(t)) — 29(Th(1))
h? h? h?
205(t) — 2U{(¢)

2 (t) = = — B6%g(Ur(1)).

Jo(t) — S(t) =

D’aprés le Lemme 1.7, on a 6%g(U;(t)) > 6*U;(t)g' (Ui(t)), i =1,. .., I, t €]0,T}],

donc

de;t(w“Szjl(t) > _Qf/(%(t))U{(t)—59’(U1(t))(U{(t)—52Ui(t))

d‘];t(t)—&%(t) . _2f’(l£1(t))U{(t)+ﬁg,(U1(t))2f(z£(t))

O _pnw > 2O ) o) + sawi ) + o) L
B ey > 2O 5 ) 452 (g 0 0) 0 0) - FOOU0)
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comme f(U;(t)) = (Ui(t))? et g(U;(t)) = (U;(t)?, i = 1,...,I alors, nous avons

O i+ 2wy am = - pwye. (1.44)
Pour:=2,...,.I—1,ona:

at h2

Jip1(t) — 2J;(t) + Jim1(2) Uz‘/+1(t) —2U/(t) + U;_4(?) g(Uita (1)) — 29(Us(t)) + g(Ui—1(2))

2 - h2 —F h?2
S2J(t) = Ui (t) — ZU};Z(t) + Ui_4(t) — B824(UL(#))
PO 01) > B G — U (0)
donc
dJi(t) o
yr —8Jt)>0,i=2,...,1—1. (1.45)
On a également
s = 022000 200) g,
itt) - 20t 2200 200 1) sy i

Ja(t) = it) = Uj,(t) = Ujt) = Blg(Us- (1)) — Bg(Us(1))
2100 =20 _ 2510~ 2010 29(Ua(e) — 205 1)
h2 h? h?

() = 2O Z200 gy

—djéfw —0M(t) = M{(WU}@) — B (UI0)U}(2) + 56%g(Us(1)
d{d[t(t) - 52J[(t) > (zl(t»U;(t) _ ﬁg/(U[(t))(U}(t) . 52U[(t))
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donc
dJ(t 2
Jc;:( ) _ 82 Jr(t) — zq(Uz(t))q‘lJI(ﬂ 2 0. (146)
Il est facile de voir que
2
dJl(t) . 52J1(t) + _p(Ul(t))p_ln]l(t) Z 07
dt h
2
WO 5 gt — 22 w4 gy (8) > 0,
dt h
d{;’it) —52Ji(t) >0,:=2,...,1—1.

De plus, en utilisant le fait que ¢; est une sous-solution, nous obtenons J,(0) > 0. Et nous
déduisons du Lemme 1.4 que J;(t) > 0,i=1,...,I,t € [0,T}] .

Comme une conséquence directe, nous obtenons : pour tout ¢ €]0, T}/,

dU; (t)
dt

> BU (1),

ce qui implique que
dUp(t
"0 vy,

AU, (¢
U (t)e
(

G
/t (T)q Z/B(Th_t>7

~—

> fdt,

~—

S

ce qui entraine que,
1 _ 1
Ui(t) < Ks(Th, — )77 avee Ky = (g — 1)) 771,

D’apreés la preuve du Lemme 1.6 | il existe ¢y €]0,T}[ et une constante K7 > 0 tels que K (7}, —
I

I

t)_ﬁ < Z hU;(t), pour tout ¢ €]ty, Ty, [, d’aprés (1.43). Comme Z hU;(t) < Uy(t), Vt €]to, Thl,
i=1 i=1

on a

Ki(Ty, — )57 < Ug(t), Vt €lto, Thl.

Nous avons donc le résultat désiré. O
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1.3.6 Reésultats numériques

Dans cette sous section, nous présentons quelques approximations numériques du temps
d’explosion de la solution de (1.11)-(1.14) avec f(s) = sP et g(s) = s? pour tout s positive et
pour la donnée initiale ¢ = z, sous-solution de (1.1)-(1.3) avec différentes valeurs de ¢ et p, ou
qg>1letqg>p.

Soit 7 la longueur de I'arc paramétré

M [O,Th[ — RI+T
t = (t,Un(t)),

¢
on a n(t) = / \/1 +U{(7)?>+ -+ Uj(1)%dr. Ce qui implique que
0

dn AU (1) AU (t)\?

] . ,

dt ¢_+(dt Tt
En regardant les fonctions ¢ et U, comme fonctions de 7, nous obtenons le systéme d’EDO
(1.47) équivalant au systéme (1.1)-(1.3).

dt 1
an ; (1.47)
T EL R
dU.- A
dU’ = Ji ci=1,...,1, (1.48)
/ I
t(0) = 0, Ui(0) =¢; >0, i=1,...,1, (1.49)
ou 0 <n<oo,et
S -2 2 0 ... 0 U, _¥
' 1 -2 1 : : 0
1
2 0 0 +
: : : -2 1 : 0
20U
Ir 0o ... 0 2 =2 Ur =+

Proposition 1.1. Soit (1;)eny une suite géométrique définie par

o B Ul dn
m=kso, tlm)= et >0, k>1.
0 1+ZZI:1 sz
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st q > 1, alors la suite (t(m))en converge linéairement vers Ty, et le taux de convergence est
1
k™o T,

Preuve. Nous avons le résultat désiré grace aux Théoréme 1.9, Théoréme 3.15 et Théoréme

3.16 (voir annexes). O

Pour la programmation, nous définissons n; par n; = 21¢-2! (1 =0,1,...,12). Pour chaque
valeur de [, nous appliquons DOP54 (DOP54 est un code de résolution des équations différen-
tielles ordinaires) au systéme (1.47) et nous obtenons la suite de temps d’explosion numérique

{tl(k) 11 Nous accélérons la convergence de cette suite récursive par la méthode d’Aitken A2

qui est la suivante :

e _ o (i — t)?
kD — 4 (®) 42 L+l 1>2k k=0,1,2,...

1+2 1 (k) (k) (k)

Nous rappelons que DOP54 est la version MATLAB du code DOPRI5 de FORTRAN écrit par
Hairer et al [40]. Pour notre expérience nous prenons : Reltol = Abstol = 1.d-15 et Initialtol=0.
Les paramétres Reltol et Abstol sont respectivement les erreurs absolue ; et relative et Initialtol

est utilisé pour choisir la maniére dont les erreurs sont controlées (voir [41] pour plus de détail).

1.3.7 Tableaux

Dans les lignes des tableaux suivants, nous présentons le temps d’explosion numérique T},
le nombre d’itérations n, correspondant a des mailles de 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024.

Tableau 1.1 — Temps d’explosion numérique, Tableau 1.2 — Temps d’explosion numérique,
nombre d’itérations et ordre des approximations nombre d’itérations et ordre des approximations
obtenues pour g = 3, p = 3. obtenues pour ¢ = 3, p = 2.
1 Th n 1 Th n
16 | 0.264970 | 12527 16 | 0.267491 | 12557
32 | 0.260386 | 15008 32 | 0.262877 | 15093
64 | 0.259024 | 19880 64 | 0.261506 | 20507
128 | 0.258625 | 31186 128 | 0.261106 | 31642
256 | 0.258510 | 53933 256 | 0.260990 | 54892
512 | 0.258477 | 114522 512 | 0.260957 | 116438
1024 | 0.258468 | 357602 1024 | 0.260948 | 360972
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Tableau 1.3 — Temps d’explosion numérique,
nombre d’itérations et ordre des approximations
obtenues pour ¢ =3, p = 1.

I Th n

16 | 0.277556 | 12317
32 | 0.272857 | 14343
64 | 0.271467 | 18685
128 | 0.271061 | 28043
256 | 0.270944 | 50319
512 | 0.270911 | 117269
1024 | 0.270902 | 373244

Tableau 1.5 — Temps d’explosion numérique,

nombre d’itérations et ordre des approximations
obtenues pour g =4, p = 3.

I Th n

16 | 0.193469 | 8670
32 | 0.189455 | 10563
64 | 0.188243 | 14549
128 | 0.187885 | 22704
256 | 0.187781 | 39660
512 | 0.187752 | 84020
1024 | 0.187744 | 260848

Tableau 1.7 — Temps d’explosion numérique,

nombre d’itérations et ordre des approximations
obtenues pour ¢ =4, p = 1.

I Th n
16 | 0.199975 | 8499
32 | 0.195868 | 9986
64 | 0.194633 | 13108
128 | 0.194270 | 19838
256 | 0.194165 | 36135
012 | 0.194135 | 84981

1024 | 0.194128 | 268863

Tableau 1.4 — Temps d’explosion numérique,
nombre d’itérations et ordre des approximations
obtenues pour ¢ =4, p = 4.

1 Th n

16 | 0.193186 | 8599
32 0.189180 | 10386
64 | 0.187970 | 14159
128 | 0.187613 | 21902
256 | 0.187509 | 38129
512 | 0.187479 | 83182
1024 | 0.187471 | 260478

Tableau 1.6 — Temps d’explosion numérique,

nombre d’itérations et ordre des approximations
obtenues pour ¢ = 4, p = 2.

I Th n
16 | 0.194600 | 8702
32 | 0.190565 | 10653
64 | 0.189347 | 14767
128 | 0.188989 | 23175
256 | 0.188885 | 40621
512 | 0.188855 | 85542
1024 | 0.188847 | 262486




1.3 Etude numérique 44

1.3.8 Graphiques

Dans ce qui suit, nous donnons également des graphiques pour illustrer nos analyses. Dans
les figures ci-dessous, nous pouvons voir que la solution numérique explose en un temps fini au

dernier nocud.

h
h

' =

w10* o 10*

T 4 T 4

3 @

£ E

z z

= 2 = 2

2 2

© ®

£ £

E 0 E 0

Q. Q.

® 0.1 0.5 ® 0.1 0.5

0 0
temps ¥ espace temps g espace

Figure 1.1 — Evolution de la solution numé- Figure 1.2 — Evolution de la solution numé-
rique pour [=256, p=1 et q=3 rique pour I=256, p=3 et q=3

Remarque 1.1. Les différents tableaux de nos résultats numériques montrent qu’il existe une
relation entre le temps d’explosion et les parametres de réactions q et p. Si on considere le
probléeme (1.1) - (1.3) dans le cas ou la fontion de distribution initiale de température dans
la tige linéique est donnée par ug(r) = = et ¢ = 3, nous observons des tableauzr 1.1 ¢ 1.3
que le temps d’explosion numérique est approximativement égal a 0,3. Quand le parametre de
réaction ¢ = 4, nous observons des Tableaux 1.4 a 1.7 que le temps d’explosion numérique est
approximativement égal a 0,2. On peut dire que, quand on augmente le paramétre de réaction
q on a une accélération de l’explosion de la solution. D’autre part, quand q est fixé et que p est
augmenté, nous observons dans les tableaux 1.1-1.3 et 1.4-1.7 qu’il y a un léger ralentissement
d’explosion de la solution u. Nous pouvons dire de ce qui précéde que le parameétre de réaction q
est le facteur principal d’explosion de la solution w du probléeme (1.1) - (1.3). Et nous pouvons
affirmer aussi que Uexplosion peut étre controler grace aux parameétres p et q. Egalement, &
partir des tableaux, nous observons la convergence du temps d’explosion T}, de la solution de
(1.11) -(1.14). Ce résultat ne nous surprend pas a cause des résultats établis dans la précédente

sous section.



1.3 Etude numérique 45

1.3.9 Extinction en temps fini et convergence du temps d’extinction
de la solution de (1.11)-(1.14) sous I’hypothése (II)

Dans cette sous section, nous considérons le cas ou f(s) = (1 —s) P et g(s) = (1 —s)7¢
pour tout 0 < s < 1 avec ¢ > p. Nous supposons que la solution u du probléme (1.1)-(1.3) est
éléement de C*+1([0,1] x [0, T).

Définition 1.4. La solution Uy, de (1.11)-(1.14) s’éteint en un temps fini, s’il existe un temps
fini Ty, > 0 tel que

pour tout t € [0, Th[, |Un()|lo <1, Um [|[Up(t)||ec =17, et lim ||U}(¢)]c0 = 0.
t—T, t—=Th

Ty, est appelé le temps d’extinction de la solution Uy, de (1.11)-(1.14).
Si Ty, existe, alors T, = Th mag-
Pour la suite nous notons uy(t) = (u(zy,t),...,u(x, )T et uopy = (up(z1), ..., uo(x;))r.

Nous supposons que la donnée initiale ¢y, est une sous-solution de (1.11)-(1.14) et vérifie (1.26).

Théoréme 1.10. Si la solution U, du probléme semi-discret (1.11)-(1.14) est élément de
C%([0, Thmaz|, RY). Alors pour h assez petit, il existe un temps fini Tj, tel que

Jim (0o = 1.

Preuve. Soient J,,(t) = (Ji(t),. .., Ji(t)), pour tout t € [0, T maz], telle que
Ji(t) =Ul(t) —v(1=Ui(t))™ % i=1...,1, Vt €0, Thmaxl,

Ji(0) = 8% —y(1— )% i=1...,1,

ol 7 est un réel que I'on définira dans la suite. Par utilisation du Lemme 1.7 et par un procédé
similaire que dans la preuve du Théoréme 1.9, nous obtenons les inégalités ci-dessous, pour
t 6]07 Th,max[?

dgw_&“”+%“—wﬁwwﬁw>z g —p)1 - Ui ()
aJi(t) N
dt -0 i(t) > 0, i=2,...,1—1,
d‘][(t) 9 2(] 1
O = = U0) ) = o
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Selon nos hypoyhéses ¢ > p, nous obtenons donc, ¢ €]0, T}, ymas|

dJi(t) 2p —p—1

S5 () + L0 - D) A 2 0

dJr(t) 2 2q —q-1

— ) = (A= U) () 2 0,
A1)

dt
De plus, en utilisant le fait que ¢}, est sous-solution et en choisissant v assez petit, nous obtenons
Jn(0) > 0. Nous déduisons du Lemme 1.4 que J;(t) > 0,i=1,...,1, d’on

(1 — Uy()1dU(t) > ~dt, i=1,....1, t €0, Ty mal. (1.50)

En intégrant (1.50) de 0 & ¢, nous obtenons (1 —U;(#))4 < (1—p;)"™ —~(q+1)t, i=1,...,1.
D’aprés le Lemme 1.6 et nos hypothéses sur ¢, on a ¢; < ;1 et Ui(t) < Upq(t), i =

L,...,01 =1, t€]0,Thmael, par conséquent

||(20h||oo = @1 et ||Uh(t)||oo - U[(t), t E]OyTh,maw[y
Ce qui entraine l'existance de T}, > 0 tel que

(1— )t

Ur(t) -1, quand t — T} avec T} <
) " "+

Théoréme 1.11. Si lim, ;- Ur(t) =17, alors U} (t) explose en T},.

Preuve. Supposons que Uj (t) est bornée.

Alors il existe une constante positive M telle que Uj (t) < M. Nous avons

ZthU’ <ZZh2

=2 j=1 =2 j=1

par le systéme (1.11)-(1.13), nous arrivons a

> (Z j41(t) = 205(t) + U1 (£)) + 2074 (¢) —2U1<t>+2hg<UI<t>>> <Y PRI +1-i)M
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par téléscopage, nous avons

Z:(Ui—l(t) —Ui(t) + U1 (t) — Ug(t) + 2hg(Us (1)) < w
ainsi par téléscopage, nous avons
(= 1) (Uro18) — Us(e) + 20g(U2(8))) + Ui(0) — Uy (0) < o 1 21
#“JWJMQW@Wﬂm<%#2¥+w@—m@
20(U,(0) < 2+ MM vy - vy + SO U0
ﬁ < % + hTM LU - v ) + L0 _hUH(t)‘

Comme t — T}, alors le terme a gauche de notre inégalité tend vers I'infini tandis que le

terme de droite est fini. Cette contradiction montre que Uj (¢) explose a Tj,. O
D’aprés la Définition 1.4, les Théorémes 1.6 et 1.11, nous pouvons affirmer que 7}, = T}, 1mqz-

Maintenant, nous montrons que le temps d’explosion de la solution numérique converge vers

celui de la solution du probléme continu quand le pas de maillage tend vers zéro.

Théoréme 1.12. Soit u solution de (1.11)-(1.14) s’éteignant en un temps fini T et pp la
donnée initiale de (1.11)-(1.14) vérifiant

lon — un(0)[loe = o(1).
Supposons que les hypothéses du Théoreme 1.10 tiennent et Tj, est le temps d’extinction de la
solution Uy, de (1.11)-(1.14). Alors, nous avons
h—0
Preuve. Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que

(1 —y)itt

gt =

IN

n<y<l. (1.51)

£
27

Puisque u s’éteint en un temps fini T, il existe Ty €]0, T tel que



1.3 Etude numérique 48

70 —T| < 5 et 2n < |lu(-,t)||lco < 1pourte[Th,T]
Du Théoréme 1.7, pour h assez petit, nous avons ||Un(T1) — up(T1)]le < . En appliquant

I'inégalité triangulaire renversée, nous obtenons
12 UL(T) oo = 1UA(T1) = un(Ty) + un(T1)lloe = [[un(Ti)lloo = [|UA(T1) = un(T1)lloo = 7,

Du Théoréme 1.10, Uy, s’éteint en un temps fini 7},. En intégrant (1.50) de ¢ a T},, nous obtenons

1 -Ui)
7%—tg——ﬁgITr— i=1,...,1I (1.52)

3 g ey

Nous déduisons que

(1= [|Un(T1)|o)* | €
Ty, —T|<|Tp, =T+ |17 —T| < + = <g¢,
d’ou
lim T, = T.
h—0

O

Théoréme 1.13. Supposons que q > p, Uy, s’éteint a un temps fini T}, avec une donnée initiale
sous-solution de (1.11)-(1.14) et tlir;l Ur(t) = 1. Il existe deux constantes strictement positives
—dn

Ch et Cy telles que
1 1
Ci(Ty, —t)att <1 —=U;(t) < Co(Ty, — t)a+t.

Preuve. Considérons l'inégalité (1.50), & savoir

(1 - UI(t))quZ(t) 2 ’ydta L= 17 s 7I7 t G]OaTh[

en intégrant ci-dessus de ¢ & T}, nous arrivons
(3(q + D)Y@, — )V <1 - U (8). (1.53)

Nous avons d’aprés (1.13)

U}(t) _ 2U[_1(t)h2— QUI(t) I 2(1 — Zl(t))‘17 . E]O)Th[.

Du Lemme 1.6, nous avons U; < U;;1, pour 1 <7 <[ — 1. Donc

Up(t) < - (1 = Ur(t))™, t €]0, Thl,

S
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en intégrant 1'inégalité précédent de t & Tj, nous obtenons

2(¢+1)

1-Ust) < < )i (T}, — )7+, (1.54)

et nous avouns le résultat désiré. ]

Remarque 1.2. En posant Vj,(t) = (Vi(t),..., Vi) avec V; = (1 — U;)™Y, il est facile de
voir que Vj, explose au temps d’extinction de Uy et Vi ~ (T}, — t)qull au sens qu’il existe deux

constantes Ky et Ky telles que

Ki(Ty — )" 771 < Vi(t) < Ko(Tj, — t) 777,

1.3.10 Reésultats numériques

Dans cette sous section, nous présentons quelques approximations numériques du temps
d’extinction de la solution de (1.11)-(1.14) avec f(s) = (1 —s)7P et g(s) = (1 — s)~7 pour tout
s positive et pour la donnée initiale ug(z) = v/1.5 — cos(Z%), sous-solution de (1.11)-(1.14) avec
différentes valeurs de ¢q et p, ou ¢ > p.

En posant V;(t) = (1 — U;(t)) ™!, nous obtenons,

Ui(t)

W= T ue

7

en utilisant le systéme (1.11)-(1.13), nous aboutissons a :

Vi) = o (- ) - 2eior) (155)
Vi) = % (mu) - “/f(f)w - ‘Z(fgt)) Cimo2T-1 (1.56)
Vi) = o (%(t) - %) 2 (1.57)

avec V;(0) = (1 — ¢;)~*. Soit 1 la longueur de I'arc paramétré

M : [0, Ty[ — RIH!
t o (8 VA(),
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t
on a n(t) = / \/1 + V{(7)?+ - -- 4+ V/(7)%dr. Ce qui implique que
0

_¢(J)(A)

En considérant les variables ¢ et V; en fonction de 1, nous obtenons les systémes d’EDO suivant

4 ﬁ_ 1
dTI_ I 27
L+ fi
Wi Ji i=1,...,1, (1.58)

o V1T Siot f?

t(0) =0, Vi(0) =¢; 20, i=1,....1,

\
onl0<n<ooet f=V' i=1...,1.

Proposition 1.2. Soit (1;)en une suite géométrique définie par

_ / " dn
(m) = 0 /1 4 ZZ'I:I 12

alors la suite (t(m))ien converge linéairement vers T et le tauz de convergence est s

m=k'so, t et >0, k>1,

Preuve. Nous avons le résultat désiré grace a la Remarque 1.2 et aux Théorémes 3.15 et 3.16

(en annexes). 0

Comme dans le cas précédent, nous définissons n, par n, = 26 -2 (I = 0,1,...,12). Pour
chaque valeur de [, nous appliquons DOP54 au systéme (1.58) et nous obtenons la suite de
I+1
k

", dont nous accélérons la convergence par la méthode

temps d’explosion numérique {tl(k)}

d’Aitken A2

1.3.11 Tableaux

Dans les lignes des tableaux suivants, nous présentons le temps d’extinction numérique T},
le nombre d’itérations n correspondant a des mailles de 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024. les
ordres d’approximation s correspondant a des mailles de 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024.
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Tableau 1.8 — Temps d’extinction numérique,
nombre d’itérations et ordre des approxima-
tions obtenues pour ¢ = 0.5, p = 0.5.

I Th n

16 | 0.04123653 226

32 | 0.03951641 408

64 | 0.03899603 775
128 | 0.03883962 | 1541
256 | 0.03879335 | 3748
512 | 0.03877990 | 12843
1024 | 0.03877606 | 100205

Tableau 1.10 — Temps d’extinction numérique,
nombre d’itérations et ordre des approxima-
tions obtenues pour ¢ =1, p = 1.

I Th n
16 | 0.00955403 | 958
32 | 0.00809688 | 1546
64 | 0.00762897 | 2777
128 | 0.00748180 | 5143
256 | 0.00743675 | 9662
1024 | 0.00741940 | 35573

Tableau 1.12 — Temps d’extinction numérique,
nombre d’itérations et ordre des approxima-
tions obtenues pour ¢ = 1.5, p = 1.

1 Th n
16 | 0.00346501 | 639
32 | 0.00242428 | 849
64 | 0.00205464 | 1379
128 | 0.00193151 | 2443
256 | 0.00189209 | 4477
512 | 0.00187992 | 8368
1024 | 0.00187628 | 15904

Tableau 1.9 — Temps d’extinction numérique,
nombre d’itérations et ordre des approxima-
tions obtenues pour ¢ = 1, p = 0.5.

I Th n
16 | 0.00955403 | 950
32 | 0.00809688 | 1542
64 | 0.00762897 | 2774
128 | 0.00748180 | 5141
256 | 0.00743675 | 9661
512 | 0.00742332 | 18376

1024 | 0.00741940 | 35572

Tableau 1.11 — Temps d’extinction numériques,
nombre d’itérations et ordre des approxima-
tions obtenues pour ¢ = 1.5, p = 0.5.

I Th n
16 | 0.00346502 | 634
32 | 0.00242428 | 845
64 | 0.00205464 | 1376
128 | 0.00193151 | 2442
256 | 0.00189209 | 4477
512 | 0.00187992 | 8368
1024 | 0.00187628 | 15904

Tableau 1.13 — Temps d’extinction numérique,
nombre d’itérations et ordre des approxima-
tions obtenues pour ¢ = 1.5, p = 1.5.

I Th n
16 | 0.00346501 | 646
32 | 0.00242428 | 854
64 | 0.00205464 | 1380
128 | 0.00193151 | 2444
256 | 0.00189209 | 4478
512 | 0.00187992 | 8370
1024 | 0.00187628 | 15905
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1.3.12 Graphiques

5 3x109
S Z 15
g -
g € 10
£ E
= =
g 0.5 S
S 2 °
b £
£ % 0
50 X
: 1 : 1
g S Ty 107 0.5
=10 0.5 0 0
0 o0 temps espace

temps espace

Figure 1.4 — Evolution de la dérivée de la so-
lution numérique Uy pour I = 128, ¢ = 1.5
et p=1.

Figure 1.3 — Evolution de la solution numé-
rique Uy, pour I =128, g =1.5et p=1.

09

0.8 09

0.7

0.6 0.8

0.5

0.4 0.7

03

0.6
0.2

Evolution de U, par rapport al'espace

Evolution de U, par rapport au temps

0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.5

espace 0 1 2 3 4 5 6 7 8

temps »x107
Figure 1.5 — Evolution de la solution numé-
rique Uy en fonction de l'espace au temps
d’extinction pour ¢ = 1.5 et p = 1.

Figure 1.6 — Evolution de U; en fonction du
temps pour [ =128, ¢g=1.5et p=1.

Remarque 1.3. Les différents tableaux de nos résultats numériques montrent qu’il existe une
relation entre le temps d’extinction et les parametres d’absorptions q et p. Si on considére le
probléme (1.1) - (1.3) dans le cas ot la fontion de distribution initiale de température est donnée
par up(z) = \/E—COS(Z—‘”). Nous observons du tableau 1.8 que le temps d’extinction numérique
est approzimativement égal a 0,03877 quand le paramétre g = 0.5. Quand le paramétre ¢ = 1,
nous observons du Tableau 1.9 que le temps d’extinction numérique est approximativement égal
a 0,00741 et du Tableau 1.10 que le temps d’extinction numérique est approximativement égal

a 0,00187. On peut dire que quand on augmente le paramétre d’absorption q, l'extinction de
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la solution u est accélérée. D’autre part, quand le paramétre d’absorption q est fizé et que le
parametre d’absorption p est augmenté, nous observons dans les tableaur 1.9-1.10 et 1.11-1.13
que le temps d’extinction reste constant, ce qui nous permet de dire que le paramétre p ne
joue pas un grand role dans 'extinction de la solution u mais le parameétre d’absorption q est
le facteur principal d’extinction de la solution u du probléme (1.1) - (1.3). Nous voyons que
Uextinction peut étre controlée grice aux paramétres d’absorption p et q. Egalement, & partir
des tableauz, nous observons la convergence du temps d’extinction Ty, de la solution de (1.11)
-(1.14). Ce résultat ne nous surprend pas a cause des résultats établis dans la précédente sous

section.



Chapitre 2

EXPLOSION NUMERIQUE DE LA
SOLUTION D’UN SYSTEME D’EDP
PARABOLIQUES AVEC CONDITIONS
AUX LIMITES COUPLEES NON
LINEAIRES
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons les équations de chaleur de la forme

Up = Ugy, Uy = Ugg, (x,t) €]0,1[x]0, T, (2.1)
—u.(0,t) = u™(0,t) + vP(0,t), —v,(0,t) = u?(0,¢) + v"(0,¢), ¢t €]0,T7, (2.2)
ur(1,t) = u™(1,¢) + 0P(1, 1), wv.(1,¢) =ui(1,¢) +0"(1,¢), t €]0,T], (2.3)
u(z,0) = ug(x), v(z,0) = vo(z), z € [0,1], (2.4)

oum,n >0, p,q >0, ug et vg sont des fonctions positives, lisses et satisfaisant les conditions

de compatibilité, a savoir :
—up(0) = ug'(0)+v5(0), —vp(0) = ug(0)+vg(0) et up(1) = ug'(1)+vg(1), vh(1) = ug(1)+vg(1).

Le probléme (2.1)-(2.4) peut étre vu comme un transfert de chaleur par conduction, dans deux
tiges métalliques A et B adjacentes de longueur 1, soumises respectivement a des températures
initiales positives ug et vg. L’on impose aux extrémités du matériau A le flux de chaleur de
quantité u™(z, -)+vP(x, ), et aussi aux extrémités du matériau B le flux de chaleur de quantités
ul(x,-) +v"(x,-) et ces flux de chaleur varient en fonction du temps.

Ici, l'intervalle |0, T est l'intervalle de temps maximal sur lequel la solution (u,v) de (2.1)-
(2.4) existe. Le temps T peut étre fini ou infini. Quand 7" est infini, nous disons que la solution
(u,v) existe globalement. Quand T est fini, la solution (u,v) développe une singularité dans un

temps fini. A savoir, nous avons
th 1 ”u(7t>||00 + ||U('7t)||oo = 00,
—T

ot ||u(1t)]|e = Jnax lu(, )], |lv( )| = Jnax |u(-,t)|. Dans ce cas précédent, nous disons
que la solution (u,v) explose au temps fini 7', et T" est appelé le temps d’explosion de la solution
(u,v).

Pour la question d’existence locale et I'unicité de la solution du probléme continu (2.1)-(2.4)
nous nous référons au Théoréme 3.13 (annexes). Le phénoméne d’explosion pour les systémes
d’équations aux dérivées partielles paraboliques a été 1'objet de plusieurs études de nombreux
Mathématiciens voir [5, 9, 20, 30, 49, 50, 63, 69]. Pour notre probléme (2.1)-(2.4) il exsite
une unique solution (u,v) qui explose en un temps fini 7' pour une donnée initiale (ug,vy) qui

satisfait les conditions de compatibilité si et seulement si max{m,n,pq} > 1, voir [49]. 11 est
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prouvé que, si m < ¢+ 1 et n < p+ 1, alors I'explosion de (u,v) doit étre simultanée, & savoir

tim [ £) | = 00, et lim [o(-,8)] = oc.
L’explosion non-simultanée a lieu si et seulement si m > g+ 1 ou n > p+ 1. Ils trouvent trois
régions : (i) g+1 <m <p/(p+1—n)etn<p+1, (i) p+1<n<g/(¢g+1—m)etm < qg+1,
(ili) m > ¢+ 1 et n > p+ 1, ou les explosions simultanées ou non-simultanées peuvent étre
possibles.

Dans ce chapitre, nous notons (u,v) € (C([0,1] x [0,7]) nC**(]0, 1]><]O,T[))2 la solution de
(2.1)-(2.4) pour la donnée initiale (ug,vy) et nous nous intéressons a 1’étude numérique de la
forme semi-discréte associée a (2.1)-(2.4) obtenue en utilisant le méme principe de discrétisation
dans la section 1.3 du chapitre 1.

Nous avons la forme suivante

Ul(t) = 82Uy (t) + b (U™(t) + VP (1)), i=1,...,1, (2.5)
VI (t) = 6*Vi(t) + b (UL (t) + Vi"(1)), i=1,...,1, (2.6)
Ul(O) = P14 ‘/1(0) = ©2., 1= 1, Ce ,I, (27)

ol
ri={—1h,i=1,...;0, h=1/I-1), I > 1,

Un(t) = (UL(t), ..., U ()T, Vi(t) = (Vi(t), ..., Vi(t)T. Us(t) et Vi(t) sont les valeurs de notre
approximation numérique de u et v au noeud z; et au temps t. Et @1 ;, @2, respectivement, les

valeurs de notre approximation numérique de ug et vy au nceud x;, avec

.
0<g017i, O<(,02’Z‘, 7= 1,...,],
52Ui(t) _ Ui (1) —2Us(0)+Us 41 (1) 2<i<]—1

¥ (2.8)
52U1(? = %’ 52U[(t) _ w’
b= g b= et b=0, =2 T

Nous montrons que le schéma (2.5)-(2.7) posséde une unique solution qui, sous certaines
conditions reproduit bien les conditions d’explosion de la solution du systéme (2.1)-(2.4). Et
nous montrons aussi que le temps d’explosion semi-discret converge vers celui de la solution du
probléme (2.1)-(2.4) quand le pas de maillage tend vers zéro.

Le reste du chapitre 2 est organisé comme suit : dans la section suivante, nous prouvons que le

schéma numérique admet une unique solution et dans la section 2.3 nous donnons les propriétés
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qualitatives de la solution de (2.5)—(2.7). Dans la section 2.4, sous certaines conditions, nous
montrons que la solution de (2.5)-(2.7) explose en un temps fini et que ce temps tend vers
celui de la solution du probléme (2.1)-(2.4) quand le pas de maillage tend vers zéro. Dans la
section 2.5, nous étudions les explosions simultanée et non simultanée de la solution du schéma
numérique. Finalement, dans la derniére section nous donnons quelques résultats numériques

qui illustrent nos analyses.

2.2 Existence et unicité de la solution du probléme semi-
discret en espace (2.5)—(2.7)

Dans cette section, nous prouvons l’existence et I'unicité de la solution du probléme semi-
discret en espace (2.5)-(2.7).

Théoréme 2.1. (Existence et unicité) Pour chaque pas de discrétisation h fixé, le probléme
semi-discret en espace (2.5)-(2.7) admet une unique solution mazimale ([0, Thmaz[, (Un(-), Vi (+))),

0w [0, T mae| désigne Uintervalle mazimal d’existence de la solution maximale (Uy, V3,).

Preuve. En considérant le probléme (2.5)-(2.7) nous avons

dXu(t)
T F(Xn(1)), (2.9)
Xn(to) = Xho,

ou Xpo = (@11,--,P1.0,921,---,921), to = 0 et F est fonction de la variable X,(t) =
(X1(t), ..., Xo1(1))7 et est définie sur R par F(X,(t)) = (FL(Xn(t), -, For(Xn(t)" avec

2X5(t) — 2X1(t) N 2 (X7(t) + X7, (1))

Fi(Xu(t) = - !
Fi(Xu(t) = Xima(t) = 2):;:&) i X”l(t), ie{2,.. . I—1,1+2,.. .21}
F(Xu(t) = 2X1_1(t)hQ— 2X(1) | 2(X7"(1) s X5 1)
Fr(Xa(t) = 2X14a(t) h—22X1+1(t) L2 (X1(t) J;Lx;lﬂ(t)),
For(Xn(t)) = 2X211(’f)h; 2Xo1(t) | 2(X7(®) ZXSI(t))

Nous pouvons voir que F est de classe C* sur R*. D’aprés le Théoréme 3.14 le probléme (3.8)
admet une unique solution maximale ([0, Th maz[, Xn(-)). En posant U;(t) = X;(t) et Vi(t) =
Xr+i(t), pour tout i € {1,..., I}, et t € [0, Thmaz], le probléme (2.5)-(2.7) admet une unique
solution maximale ([0, T} mazl, (Un(:), Va(+))). O
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2.3 Propriétés qualitatives de la solution du probléme (2.5)-
(2.7)

Dans cette section, par des méthodes similaires que celles du chapitre précédent, nous mon-
trons quelques résultats auxiliaires du probléme (2.5)-(2.7). D’abord nous donnons la définition

d’une sous-solution et d’une sur-solution du probléme (2.5)-(2.7).

Définition 2.1. Nous disons que (Uy, Vi) € (C([0, Thmasl, ]RI))2 est une sous-solution de
(2.5)-(2.7) si

)
(0) < 1,4, Vi(0) < ay, i=1,...,1.

ot (Uy, V3,) est la solution de (2.5)-(2.7). En d’autres termes, nous disons que
(Un, Vi) € (CH[0, Thmas! R]))2 est une sur-solution de (2.5)-(2.7) si ces inégalités sont in-

verses.
Le lemme suivant est une forme discréte du principe du maximum.

Lemme 2.1. Soient ey, cn, an, Bn € (C°([0, Thomaz[, RY), Un, Vi € CH[0, Thmaz|, RY) telles

que

Ul(t) — 0°Ui(t) — e;()Ui(t) — ;()Vi(t) >0, i=1...,I,t €10, Th.maxs
V() — 8*Vi(t) — (YU (t) — Bi(#)Vi(t) >0, i=1....1, t €0, Thmasl,
U;(0) >0, Vi(0) >0, i=1...,1.

Alors nous avons
Ui(t) >0, Vi(t) >0, i=1...,1, t€]0,Thmas-

Preuve. Soient Ty < Thmaz €t (Zn(t), Wi(t)) = (eMUx(t), eMU,L(t)) avec A est un réel tels que
pour ¢ € {1,...,1} et pour ¢ € [0, Ty],

Bi(t) + A <0, ete;(t)+\<O0.

En procédant de la méme maniére que dans la preuve du Lemme 1.4, nous obtenons les inégalités
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ci-dessous

ZI(t) — 82 Z:(t) — (es(t) + N Zi(t) — c(OWi(t) > 0, i=1,...,1, t €]0, Thomaa|, (2.10)
Wi (t) — Wi (t) — as(t) Zs(t) — (Bi(#) + W;(t) >0, i=1,...,1, t €]0, Thmae|[, (2.11)

Zp(0) >0, Wy(0) >0 (2.12)

Soit m = min { min  Z;(t), min Wi(t)}, puisque i € {1,...,I}, Z;(t) et W;(t) sont
1<i<T,t€[0,Tp)] 1<i<I,t€[0,Tp)]

des fonctions continues sur le compact [0, 75]. Nous pouvons supposer que m = Z; (t;,) pour

un certain ig € {1,...,1}.

Supposons que m < 0

si t;, = 0, alors Z;,(0) < 0, ce qui contredit (2.12), donc t;, # 0;

si 1 <19 < I, nous avons

Zio(tio) — Zi()(tio — k)

Zz{o (tlo) = llclm

—0

<0, et 6*Z,(t) > 0.
De plus pour A assez petit, nous obtenons
Zz{o (tio) - 62Zi0 (tio) - (eio (tio) + )‘) Zio (tio) — Cig (tio)vvi (tio) < 07

ainsi cette inégalité contredit (2.10) et la preuve est compléte. U

Lemme 2.2. (Lemme de comparaison) Soient (U, Vy) et (Up, Vi) respectivement sous-
solutions et sur-solutions de (2.5)-(2.7) telles que, (Up(0), V4(0)) < (Ux(0), V4(0)) alors

(Un(1), Va(t)) < (Un(1), Va(t))-

Preuve. Soit (Z,(t), Wy,(t)) = (Un(t), Vi(t)) — (Un(t), Va(t)). D’apreés la Définition 2.1, nous
obtenons, pour i = 1,..., I, pour tout ¢ €]0, T} ;maz|

U7 () = °Ti(t) = (T3 (8) + Vi (1) = U/ (1) = 6°Ui(t) — bu( Ui (¢) + V&* (1)

Vi (1) = V() = 0T () + Vi () = VI (1) = 8°Valt) — bu(Ui (1) + V(1)

puis
Ui (t) = U (t) = °Ti(t) + 0°Uy(t) — bu(T7" () + Vi' (1) = U™ () = V&P (t)) > 0

i

Vi (1) = VI (8) = 8°Vi(t) + 0°Va(t) — bu(T3" (1) + V" (1) = Uit (1) — Vi"(1)) > 0.
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Ce qui implique que,

ZI(t) — 8 Z;(t) — mb; (s ()" Zi(t) — pby(vi(0))P ' Wi(t) >0 =1,...,1,t €]0,T},[, (2.13)
W/ () — 0*Wi(t) — qb; (s (8) T Zi(t) — nbs (v (1)) *Wi(t) >0, i =1,...,1,t €]0,T},[, (2.14)
Zi(0) >0, W;(0) >0, i=1,...,1, (2.15)

ol w;(t), vi(t) pris respectivement, entre U;(¢) et U;(t), et entre V;(t) et V;(t), pouri € {1,...,I}.

Nous pouvons écrire (2.13)-(2.15) comme

Zi(t) — 8 Zi(t) — e;() Zi(t) — c;()Wi(t) >0, i=1,...,1, t €0, Thmasl,
Wi (t) — 8*Wit) — au(t) Z;(t) — Bi(t)W;(t) >0, i=1,....1, t €0, Thmazl,

ot e;(t) = mb;(ps(t))™ ™, ci(t) = pbi(vi(£))" ™, cit) = qbs(ps(t))*", et Bi(t) = nbi(vi(t))" ™ i =
1,...,I, ¥t €]0, Ty maz|. Selon le Lemme 2.1, (Z;(t), Wi ( )) >0,pouri=1,...,1I,t €0, Thmal

et la preuve est compléte. O

Lemme 2.3. Soit (Uy, V3) € (C*(10, Th mas ], RI))2 solution de (2.5)-(2.7) avec une donnée ini-
tiale positive (Y1 p, pan) sous-solution telle que (@111, Y2.i+1) > (P14, P24), pouri=1,..., I—1.

Alors mous avons
(i) (Ui(t),Vi(t)) = (@14,902:) 20, i=1,...,1, t€]0,Th[;

(ZZ) ( l+1( ) 1+1( )) ( (t) ( )) 17"‘71_ 17 te]()?Th,mam[;
(iii) (U(1), V/(£) >0, i=1,....1, t €]0, Thmaal.

Preuve.

(i) Puisque (@1, ¢2n) est une sous-solution de (2.5)-(2.7), en utilisant la méme procédure
que dans la preuve de I’assertion 1. du Lemme 1.6 eten utilisant le Lemme 2.2 nous avons
(Ui(t),Vi(t)) > (14, 92:) >0, pour i=1,....1, t €0, Thmazl-

(i) Ici, nous argumentons par contradiction. Supposons que ty est le premier temps ¢ > 0,
tel que K;(t) = Ui (t) — Ui(t) > 0, Li(t) = Viza(t) = Vi(t) > 0, pour 1 <@ < 1 —1,
mais K;,(to) = Uiyt1(to) — Ui, (to) = 0 ou Ly (to) = Vig+1(to) — Viy(to) = 0 pour un
certain iy € {1,...,1 — 1}. Supposons que K; (to) = Uj,+1(to) — Uy, (to) = 0. Sans perte
de généralité, nous pouvons supposer que iq est le plus petit entier qui satisfait 1’égalité
ci-dessus. On a t € [0, Th max|

Ki(t) = Us(t) - Uj(t)
Ki(t) = Ul () -Ul(t)2<i<I-2
Ki_,(t) = Uit) = Up, (1)
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d’aprés (2.5)-(2.6), nous avons

K(t) - Us(t) — 2thQ(t) +UL(t) <2U2(t);22U1(t) N %(U{”(t) . Vf’(t))>
K(t) — Uiza(t) — 2Uhi;1(t) +U(t)  Uina(t) — 2(2-2(@ + Ui_l(t), <i<I—2
K () = %hMQ;QM@)+%@m@%PWW»_me—Qm;yy+w4@)
ce qui entraine le systéme suivant
sy = BI04 vp)
Ki(t) = Kinlt) - 2[:2(” TRl i<t (2.16)
Ky (1) = K2 ;fK“(t) + %(U}”(t) +VP()).

Selon les hypothéses sur ty, nous avons les inégalités suivantes :

) <o

Ky (to) — Ky (to —
K} (to) = lim o(to) (to

e—0 € ’

Kiyy1(to) — 2K, (to) + Kiy—1(to)

>0 si,2<i<I-2,

h2
K 1 1(tg) — 3K, (t .
0+1( 0) O( 0) >O SZ, 20:1’
h2
—3K;,(t K; _1(t .
O(O)h—g : 1<0)>0 si, ig=1—1,

ce qui implique que, pour A assez petit,

Kiyy1(to) — 2K, (to) + Kiy—1(to)

Kz{o(to)— 12 <0 822§Z0§I—2,
Kir(to) — 3K (to) 2, N
K 1) - ol 23Ry 2y ypa) <0 siio =1,
3K, (o) + Kiy1(to) 2, N
K (to) — ol 0>h2 o1(fo) _E(Uio (t)+ V() <0 siig=1-1.

Ainsi nous avons une contradiction avec (2.16), par conséquent nous obtenons le résultat

souhaité. La preuve de 'assertion (iii) est similaire a celle du Lemme 2.2. O

Maintenant pour chaque intervalle de temps fixé sur lequel la solution (Up, V},) de (2.5)-(2.7)
et la solution (u,v) de (2.1)-(2.4) sont continues, nous montrons que la solution du schéma

numérique (2.5)-(2.7) converge uniformément vers la solution de (2.1)-(2.4) quand le pas de
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maillage tend vers zéro. Pour la suite, nous posons uy(t) = (u(zy,t),...,u(zs, )T ot u(z;,t)

est la valeur de la solution de (2.1)-(2.4) au point z; et au temps ¢.

Théoréme 2.2. Supposons que la solution (u,v) du probléme continu (2.1)-(2.4) appartient a
(C+1(0,1] x [0,T%)))* et la donnée initiale (@14, pan) de (2.5)-(2.7) satisfait

l1n = un(0)]lee = (1), llpan = vn(0)[lec = o(1) h — 0. (2.17)
Alors pour h assez petit, Uunique solution de (2.5)-(2.7) vérifie les relations suivantes

max
te[0,77]

Un(t) = un(t)]lco = Ollprn = un(0)lloo + llp2,n = vn(0)]loo + 1), quand h — 0,

L [[Va(t) = vn()lloe = Ollorn = un(O)lloo + lo2n = vn(0)lloo + h), quand h = 0.

Preuve. Soit o > 0 tel que
(Hu('?t)HOO’ ||U("t)||00) <o, te [OaT*] (2'18>
Soit t(h) < T™* la plus grande valeur ¢ > 0 telle que

max{[|Up(t) — un(t)lloc, [[Va(t) — vn(t) ||} < 1. (2.19)

la relation (2.17) implique que t(h) > 0 pour h assez petit. En utilisant I'inégalité triangulaire,

nous obtenons

UL ]|oo < 1+ 0 et ||Vi(t)]oo < 1+ 0 pour t €]0,t(h)]. (2.20)

Soit (e14,€2,)(t) = (Ui —u;, Vi —v;)(t), pour ¢ =1,...,1, t € [0,T*] Perreur de discrétisation.

En procédant de la méme maniére que dans la preuve du Théoréme 1.7, nous obtenons
6/171(75) = 5261’1(t) + mB(91 (t))milell(t) + pB(@l (t))p716271<t> + O(h),

ey (t) = 6%ex1(t) + ¢B(01(t))" 'era(t) + nB(O1(t))" ean(t) + O(h),
ey 1 (t) = 6%er 1 (t) + mB(0r(t))™ e r(t) + pB(Or(t))P ez r(t) + O(h),

6’271(75) = 0%y 1(t) + qB(0:(t)" er 1 (t) + nB(0;(t)" teqr(t) + O(h),



2.3 Propriétés qualitatives de la solution du probléme (2.5)-(2.7) 63

pour¢t=2,...,1—1,
e’lﬁ-(t) = 0%e1i(t) + O(h?), e;’i(t) = 0%eq,(t) + O(h?),

ou 6;(t) et ©;(t) sont pris respectivement, entre U;(t) et u(z;,t), et entre U;(t) et u(z;,t), pour
i € {1,1}. En utilisant (2.18) et (2.20), il existe des constantes positives K et L telles que

€ll7l<t) S 5261,1‘@) + blL|€17Z(t)| + blL‘eg’l(tH + Kh, 1= 1, . ,[, te [O,T*]
6’2 (t) S (526271(15) + sz\eLz(tﬂ + b1L|6271(t)‘ + Kh, 1= 1, ceey [, te [O, T*]

N3

Soit (z,w) € (C**([0,1],[0,7%]))* telle que
z(z,t) = (Jlern — un(0)]|oo + @20 — v0(0)]|co + R) eMHACH)H2CT of 4y = 2 Y(z,t) € [0,1] x
[0,7%], avec M, C' des constantes positives telles que M > K et C' > L. En procédant de la

méme maniére que dans la preuve du Théoréme 1.7 nous obtenons

2wy, t) > 0%2(2i,t) + biLz(zi,t) + biLw(wg, t) + Kh, i=1,...,1, t €[0,T%
w' (z4,t) > 6%w(ws,t) + biLz(xs,t) + biLw(x;,t) + Kh, i=1,...,1, t € [0,T"].

Grace au Lemme 2.2, nous avons
(lers(B)], le2.i(t)]) < (z(xi,t), w(xiyt)), 1 <i<I, pour t€0,t(h)].
Nous déduisons que
1U() = un(D) oo < (l01.0 = n(0)l|oo + [[p2n — A (0)]|oo + P) M HEIH2C,

Vi (t) = va()]loo < (lern — un(0)]loo + |2 — v(0) [l + h) M FACT)F2C

pour t €]0,t(h)[. Supposons que T* > t(h), de (2.19) nous obtenons
1= |U(t(R)) = un(t(h))lloe < (o1 — n(0)l|oc + [l — vh(0)]|o + B) M2,

Comme le terme de droite de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro quand h tend vers zéro, on en
déduit que 1 <0, ce qui est impossible. Nous avons donc ¢(h) = T* et la preuve est terminée.
O
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2.4 Explosion et convergence du temps d’explosion.

Maintenant, sous certaines hypothéses, nous montrons que la solution de (2.5)-(2.7) explose
en un temps fini et ce temps, tend vers le temps d’explosion du probléme continu (2.1)-(2.4).

Nous commencons cette section par la définition suivante :

Définition 2.2. La solution (U, V3) de (2.5)-(2.7) explose en un temps fini s’il existe un temps
fini Ty, > 0 tel que

pour tout t € [0, Th[, max{[|Un(t)loc, [Va()[loc} <00 et U (O)]loo + IVA(#)lloo) = 00

lim
t—T},

Ty, est appelé le temps d’explosion de (Uy, V3,). Si Ty, existe, alors Ty, = Thmaz-

Dans la suite nous avons les conditions d’existence globale de la solution du probléme semi-

discret.

Théoréme 2.3. La solution (U, V},) de (2.5)-(2.7) existe globalement si

max{m,n,pq} < 1.

Preuve. Soient U, et V), telles que
U,(t) = Keftt=Dhke 7 4y — [htt(=Dhiz 7 T (2.21)
ou K, L, kj, I; (j =1,2) sont des constantes positives satisfaisant :

K > maxU;(0), L > max V;(0),

1<i<I 1<i<I

ki = hLp>max{M,N}, ky=lp,

2 2
avec M = e (e — 14+ h(K™+ LP)/K), N = ﬁ(e(hb) — 1+ h(K?94 L™)/L). Il n’est pas

difficile de voir que pour i = 1,...,1,

€k1t+(i_1)hk2 — ellpt—‘r(i—l)hlgp’ €l1t+(i—1)hl2 Z el1pqt+(i—1)hl2pq — ek’lqt'i‘(i—l)thq (Cal" Pq S 1)’

K™ [P Kme(mfl)kltJr(mfl)(ifl)hkg y (Car m < 1)’

Q(Km—i—Lp) /K 2 Kme(m—l)k1t+(m—1)(i—l)hkg L Ip /K
- Ui(t) > ( ; ) Ui(t)

v

k:lt—(

en mettant e~ i=Dhk2 op facteur dans le membre de droite de l'inégalité ci-dessus, nous
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arrivons a

2 (K™ + L) | K —

2Kmemk1t+m(i71)hk2 + 2Lpek1t+(i71)hk2 K
i Ui(t) = ( )/

e—k‘lt—(i—l)hk‘zﬁi (t)

h
comme U,;(t) = Keft=Dhk2 op o
2(K™ P /K QK™ mkit+m(i—1)hko 2LP kit+(i—1)hk2
h h
en remplacant ki par [;p et ky par [yp, nous avons
2(K™ P /K — QK™ mkit+m(i—1)hk2 2LP plit+p(i—1)hls
K"+ 1)K o 2K v 2ure

finalement nous obtenons :

2(K™+LP) /K — 2T, () + 2V (¢
(" 1) [y ) 2070+ 2V
h h
De méme, nous montrons que pour ¢ =1,...,1,

2(K7+ L") [Le 1 o 2U! () + 27?(15).

D’apreés (2.8 ), on a :

UL (t) = >
— Ui (t) = 2U0,(t) + U, (¢
FU(t) = +1(0) (1) + 1(),2’:2,...,[—1,
h2
— 2U;_1(t) — 2U ()
52U[(t) == h2 )
d’aprés (2.21), on a
_ 2K6k‘1t+(171+1)hk)2 o 2K6k‘1t+(171)hk2
(52U1(t) == h2 )
o K kit+(i—141)hke _ 2K kit+(i—1)hko K kit+(i—1—1)hks
PT,(t) = =F ‘ = e Li=2,...,0—1
_ 2K6k‘1t+(17171)hk’2 . 2K6k1t+(171)hk‘2
62U[<t) - ]’L2 )
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ce qui entraine que
— elk2 1
52U1(t) _ QKekltJr(lfl)hkg o ’
— e~hk2 1
CUL(H) = 2KMHITIMe
finalement nous arrivons a :
( hks
— e —1—
62U (t) =2 2 Ui(t),
— 2 h(hks) —1)—
52T (1) = 20 (h2 2=V izo 11 (2.22)
077 e Mk —1__
\(5 Ur(t) = 2TU1(15).
De méme, nous avons
( hl
_ ez — 1__
52V1(t) - ZTVl(t),
— 2 h(hly) — 1)—
{82Vi(t) = (cos (22> )Vi(t), i=2,....1—1 (2.23)
— et — 1
82V i(t) =2 2 V().
\

Onapouri=1,...,1

= Kklele(i—l)hkg % (t) _ Ll1611t+(i71)h12

!/

> MU(t), ,Vit)> NV,(t),

d’apreés la définition de M et N, nous avons

=

Ui(t)

=/

Vi(t)

ce qui implique

~
—~

<+
~—
v

> % (") 14 h(K™ + LP)/K) U,(t),

> % (e2) — 1 4 (K + L")/L)V,(t)

2 k) _\TT 2 pem o TP T

o3 () =) Ti(t) + 7 (K™ + L) /K) Ui(1),
% (e™) — 1) V(1) + % (K4 L™)/L)V4(t).
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Comme M2 — 1 > cosh(hly) —1 > e ™2 —1, el — 1 > cosh(hky) —1 > e 2 — 1, et d’apreés
(2.22) et (2.23), nous avons

Ui(t) > 0°Ui(t) + 5 (K™ + L")/ K) Us(t),

RS

Vi) > Vi) + = ((K9+ L") /L) Vi(t).

En remplacant U;(t) et V;(t) par leurs expressions, nous obtenons

Uxt) Z 52Ui(t)+%(Kmek1t+(i_1)hk2+Lp€k1t+(i—1)hk2)7

Vl<t) > 527@@) + %(qullt+(’il)hlg + Lnel1t+(i71)hl2)7
comme max{m,n,pq} < 1, on a

Uz(t) > 52Ui(t)+%<Kmemk1t+m(i1)hk2+Lpek1t+(il)hk2)’

(t) > 52V(t) + E<qupql1t+pq(i—1)hl2 + Lnenht-i—n(i—l)hlg)
7 3 h )
puis

Ul(t) Z 52U¢(t)—f—%(Km@mk1t+m(i_l)hk2—}-Lpepllt“‘l’(i—l)hb)’

Vi(t) > V() + 2 (Koemitali-Dhke | pnoniiton(i=1hi)
i - i h )
enfin nous parvenons aux inégalités ci-dessous :

Ui(t) = &Ui(t) + (U7 (t) + V(1))

Vi) = OVi(t) + 2 (UI(1) + Vi (1)),

Par conséquent, nous avons les inégalités suivantes

-/

U,(t) > 8*U;(t) + b,U; () +0,V5(t), i=1,...,1, t >0

7
—/

Vi) > V() + bUi(t) + b,V (1), i=1,...,I, t >0,

U:i(0) > U;(0), Vu(0)>V;(0), i=1,...,1.

Dt au Lemme 2.2, nous pouvons conclure que (Uj, V) est une sur-solution de (2.5)-(2.7), d’ott
'existence globale de la solution de (2.5)-(2.7). O
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Théoréme 2.4. Si max{m,n,pq} > 1, alors la solution de (2.5)-(2.7) explose en un temps
ﬁm Th.

Preuve. Soit (14, p2,,) sous solution de (2.5)-(2.7) telle que (1,41, ¥2.i+1) > (P14, P2,i) pour
i =1,...,1 — 1.Supposons que max{m,n,pq} = m > 1 et posons, pour tout ¢ € [0, Th maz|,

t I
Z(t) = / Z hU;(T)dr. Puisque U}, est croissante (Lemme 2.3) alors
0 =1

t 1
Z(t) > / > heridr = cot.
0

=1

On a d’une part (d’aprés (2.5)-(2.7)), pour tout ¢ € [0, T} maz|,
I
Z(t) = Y hUi(t),
i=1

Z'(t) = Y hUi(1),

Z'(t) < 2UL). (2.24)

D’autre part (d’aprés (2.8)) nous avons, pour tout t € [0, Ty maz/,

Us(t) = U(t) , Ura(t) = Ui(t)

Z"(t) =
(t) z z

+ 207" (t) + 2V (t) 4+ 207 () + 2VP (1),
d’apres (2.5)-(2.7), on a

2'(1) = QUL + SULD + U () + VPO + UP () + VIO 2 UF(), (229)

d’ou
Z"(t) > U (¥). (2.26)

D’aprés (2.24) et (2.26) nous avons, pour tout ¢ € [0, Th maxl,
!/ ]' m
Ul(t) = §UI (t>7
puis

dU; (t)
U (t)

> Zdt, (2.27)

DN | —
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en intégrant I'inégalité (2.27) de 0 & t, nous obtenons

(W) ) ) 2 5t

ainsi nous obtenons

i) = (Wi - "5 he) ™oL

2[e1nllss™

Nous pouvons remarquer que Uy — 400 quand t — avec ||¢1nlleo = 1,1 = Ur(0).

20l prnllac™

Alors Uy, explose en un temps fini 7}, avec T}, < 1
m —_—

Supposons que max{m,n,pq} = pq.
En considérant (2.25) et le Lemme 2.3, on a, pour tout ¢ € [0, T} maxl,

1\ (< ’
202 UP@) + VIO + UP@) + V0 2 V0 = (77 (Z hwt)) .
i=1
Comme V;1(t) > Vi(t) pour i = 1,...,1 — 1, nous obtenons

o () (So)

I

W(t) = hVi(t).

i=1

Définissons pour la suite

Comme pour la relation (2.25), nous montroms que, pour tout ¢ € [0, Ty max,

W'(t) > Ul(t) > (%) (ZhUi(t)) :

Par intégration de I'inégalité ci-dessus de 0 & ¢, nous obtenons, pour tout ¢ € [0, T max|;
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d’aprés 'inégalité de Jensen, nous obtenons

W(t) > (%)qtiq (/Otiihm(f)df)q.

Donc, on a, pour tout ¢ € [0, T} maz,
2(6) = (1) 7P 2 (1),
comme Z'(t) > 0 (d’aprés le Lemme 2.3), on a
Z"(t)Z'(t) > (Ih)PUFP)p=pa zoa(4) 7/ ()T
En intégrant la derniére inégalité de 0 a ¢, nous obtenons, pour tout ¢ € [0, T}, ;maz|,

([h) p(1+q)
pq+1

20> (° )tz (2.28)

Comme max{m,n,pq} = pq > 1, on peut déduire de (2.28) que Z(t) ne peut pas étre globale,

d’ou le résultat souhaité.

Si max{m,n,pq} = n; il suffit de poser Z(t / ZhV Ydr, Vt € [0, Thmaz|, €t comme

pour le cas ot max{m,n, pg} = m, on montre que V}, explose en un temps fini 7}, = T}, yae avec

2|[p2,nll 557"
n—1

Ty

IN

O

Remarque 2.1. En multipliant 'inégalité (2.27) par Uinverse de UJ'(t) et en intégrant le

resultat obtenu sur [t,Ty], nous obtenons, pour tout t € [0, Ty]

1 1
>~(Ty, —t
mo1opig = @D
et il existe une constante C,,1 > 0 telle que
U()<Cm1(Th—t) tE]O Th[

pour m > 1. De méme nous montrons que, si n > 1 il existe une constante C,, ;1 > 0 telle que

Vi(t) < Coa(Th —t) =1, t €]0, T
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Maintenant, nous montrons que le temps d’explosion de la solution numérique converge vers

celui de la solution du probléme continu quand le pas de maillage tend vers zéro.

Théoréme 2.5. Soit (u,v) solution de (2.1)-(2.4) telle que (u,v) € (C*1([0,1] x [0,T]))? ou
T est le temps d’explosion de (u,v) et soit (Un(0), Vi(0)) = (@14, 024) la donnée initiale de
(2.5)-(2.7) vérifiant

1UR(0) = un(0)]loc = (1), [[V4(0) = vn(0)l[cc = o(1) h — 0.

Sous Uhypothése du Théoreme 2.4, l'unique solution (Uy, Vy,) de (2.5)-(2.7) explose en un temps
fini Ty, et on a

h—0

Preuve. Nous traitons seulement le cas ou m > 1.

Soit ¢ > 0, il existe n > 0 tel que

1-m

Y

%m—US

g,nﬁy (2.29)

Puisque u explose en un temps fini 7', il existe Ty €]T — 5,77 tel que [ju(-,?)|l > 27 pour

t € [To, T[. Posons T} = TO; T on peut remarquer que

sup JJu(+,t)]|eo < 00.
te[0,T1]

Du Théoréme 2.2, il suit que pour h assez petit

sup |[Up(t) — un(t)lloe < 1.
te[0,11]

En appliquant I'inégalité triangulaire, nous obtenons

1UA(T1) oo 2 [[un(T1)llse = [[Un(T1) = un(T1)lloc = 1-

Du Théoréme 2.4, U, explose en un temps fini 7},. Nous déduisons de la Remarque 2.1 et (2.29)

que
Un(T)|l™ e
\ﬂ—ﬂgﬂhﬂﬂﬂﬂ—ﬂgiﬂi&L+—§a
v(m —1) 2
Les cas o mn > 1 ou pq > 1 sont traités de maniére analogue. 0
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2.5 Explosions simultanée et non simultanée

Dans cette section, nous considérons (U, V},) solution positive de (2.5) - (2.7) avec h fixé, et
nous donnons des conditions suffisantes pour I'existence d’explosions simultanées et non simul-
tanées. D’abord nous commencons par établir un Théoréme qui garantit I’explosion simultanée

de la solution.

Théoréme 2.6. Si U, explose et Vj, reste bornée, alors m > q+ 1 (Si 'V}, explose et Uy, reste
bornée, alorsn > p+1).

Preuve. Nous prouvons seulement le cas ot U}, explose et V}, reste bornée, le second cas se fait
de maniére analoque.

Rappelons que

dUr(t)  2Ur(t) =20;(t) 2, .
i 2 +5 (U0 + V(1) t €0, T
Puisque pour ¢ €]0, T},[, U;(t) < U;11(t) (selon le Lemme 2.3), nous avons

dU; (t)
dt

< (U() + Vi), t €0, Thl.

SN

Comme U, explose et V}, est bornée, alors il existe C' > 0 et ¢y €]0, T},[ telles que

dU; (t)
dt

< CUP'(t), t€lto, Thl,
En multipliant chaque membre de 'inégalité ci-dessus par I'inverse de Uj*(t) et par dt, et en

intégrant chaque membre de 'inégalié obtenue de t & T},, nous obenons

1

Ur(t) > K(T, —t) " 71, t €lte, Ty], K = (Clm—1)) w1,

En considérant la relation (2.6) et I'inégalité ci-dessus

2V (t) — 2V (t)

Vi) > =

2 q
+ = (K@ =077 + VW) s ¢ Elto, Tl

Comme V}, est bornée, il existe une constante C; dépendante de h telle que

2K1

w@zq+}”n—wﬁaman

q 2K1
W(t) Z Cl + CQ(Th — t)_m, t e]to,Th[, avec OQ = A s




2.5 Explosions simultanée et non simultanée 73

ainsi en intégrant chaque membre de I'inégalité ci-dessus de t; & ¢, obtenons :

sil<m<qg+1,ona

. m—1—gq m—1—gq
m — - 4 -
Vi(t) > Vi(t Ci(t—t Co—m = |\ (T, =) m—1 (T, —t,) m—1
1(t) = Vi(to) + Ci(t — to) + S ap—— (Th = 1) (Th — to)

sin=q+1,ona
Vi(t) > Vi(to) + Ci(t — to) — CoIn(Ty, — t) + Co In(T), — ).

Nous pouvons observer que les termes de droite des deux inégalités précédente tendent vers +oo
quand t tend vers T}, ce qui est en contradiction avec le fait que V), soit bornée et la preuve est

terminée. 0
Corollaire 2.1. Une explosion simultanée se produit sim < g+ 1 etn <p+1.

Dans la suite nous avons les résultats sur ’explosion non simultanée.
Théoréme 2.7. Sim > q+1 et n < 1, alors Uy, explose et V), reste bornée.

Preuve. Du Lemme 2.3 V;(t) > 1 pour i = 1,...,1 et ¢t €]0,T[. Comme m > 1, il résulte du
Théoréme 2.4 et de la Remarque 2.1 que (U, V) explose en un temps fini 7y, et pouri = 1..., 1,
t €]0, o], Us(t) < C(Tj, — t) 7.

Supposons que V}, explose et I un nceud d’explosion . Il existe K, C > 0, ty €]0, T}| telles que

Vi(t) < C(T) —t) a1 + KVI'(t), t€lto, Thl.

Nous trouvons alors que, pour tout ¢ €|tg, Tj|,

Vi (t) C(T, — t)_ﬁ

‘/In(t) S ‘/In(t) + K7

Vi .

Vi(t) < C(Tp,—t) m 14+ K (car Vi(t) >1).

Par intégration, on a ,

/t: % = /Ot (C(@ -7 77+ K) ar,

on a donc,

m—qg—1

Vi(t) < exp (ln(VI(tg)) + K T, "' + KTh) , tE€lto, Th|, sin =1,
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C(m—1)

avec Ky = )
m—q—1

1
m—g—1

—n
‘/[(t) S (Vkl_n(to) + KgTh mt —+ KQTh) s t E]to,Th[, sin < ]_,

avec Ky = (1 —n)K; et K3 = (1 —n)K. Ce qui contredit le fait que V}, explose, et donc la
preuve est compléte. 0
Nous terminons cette section par le théoréme suivant dont la preuve sera omise, car elle se

fait de maniére similaire & celle du Théoréme précédent.

Théoréme 2.8. Sin>p+1 etm <1, alors V}, explose et Uy, reste bornée.

2.6 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons quelques approximations numériques du temps d’explo-

2

sion de la solution de (2.5)-(2.7) pour la donnée initiale ug(x) = vo(z) = z*, avec différentes

valeurs de m, n, p et ¢.Soit n la longueur d’arc paramétré M telle que M(t) = (t, Wy(t)),
Vt € [0, T, avec

Wh = (Ul, .. .,U[,‘/l, .. .,%), et Wh<0) = (@171, 11,921, - .,3027[).

Nous avons

o) = [T+l UG

En considérant les variables ¢ et W; en fonction de 77 nous obtenons le systéme d’EDO suivant

4 ﬁ_ 1
dn oI 4o
L+>50 fi
Wi _ Ji i=1,...,2] (2.30)

Y

£0) =0, Wi(0) >0, i=1,...,2I,
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ou ) <n<oo,et

h

fr

fI—H

f2[

2 0 0
-2 1
0
-2 1
0 2 =2
2 0 0
-2 1
0
-2 1
0o 2 =2

Nous obtenons la proposition suivante

Proposition 2.1. Soit (1;)eny une suite géométrique définie par

Ui

Ur

Vi

%

2U™
h

20
h

2wy
h

20"
h

0

0

2y
h

2VP

h

2w
h

i
h

=K _[" i k>1
m=k'so, tlm)= et ny >0, > 1.
VAT Dl 1

Si maxm,n,pq > 1, alors la suite (t(n))en converge linéairement vers Tj,.

Par la méme procédure que le chapitre précédent nous appliquons DOP54 au systéme (2.30)

et nous obtenons la suite de temps d’explosion numeérique {tl(k)

+1
k=1>

dont nous accélérons la

convergence de cette suite par la méthode d’Aitken A2. Les résultats obtenus sont donnés dans

les tableaux et par les graphiques suivants.

2.6.1 Tableaux

Dans les lignes des tableaux suivants, nous présentons le temps d’explosion numérique 7},
le nombre d’itérations k correspondant & des mailles de 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024.

2.6.2 Graphiques
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I Th N
16 | 0.20921449 | 3387
32 | 0.20392241 | 5565
64 | 0.20233346 | 9865
128 | 0.20186424 | 18394
256 | 0.20172799 | 35908
512 | 0.20168904 | 81837

Tableau 2.1 — Temps d’explosion numérique, nombre d’itérations et ordre des approximations obtenues
pourm=2n=1/2,q=1/2, p=1.

I Th N s
16 | 0.20921448 | 5335 -
32 | 0.20392241 | 8759 -
64 | 0.20233346 | 15466 | 1.74
128 | 0.20186424 | 28570 | 1.77
256 | 0.20172799 | 54688 | 1.80
512 | 0.20168904 | 110499 | 1.83

Tableau 2.2 — Temps d’explosion numérique, nombre d’itérations et ordre des approximations obtenues
pourm=1/2,n=2,q=1,p=1/2.

I Th N s
16 | 0.21130516 | 5369 -
32 | 0.20586441 | 8793 -
64 | 0.20423910 | 15509 | 1.75
128 | 0.20376098 | 28640 | 1.77
256 | 0.20362255 | 54830 | 1.79
512 | 0.20358307 | 111270 | 1.81

1024 0.0

Tableau 2.3 — Temps d’explosion numérique, nombre d’itérations et ordre des approximations obtenues
pour m=1/2, n=1/2, q=2, p=2.
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Figure 2.1 — Evolution de U}, et V}, pour p=1, q=1/2, m—2, n—1/2.
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Figure 2.2 — Sur la gauche, évolution de U, et Sur droite, évolution de V}, pour p=1/2, q=1, m=1/2,
n=2.
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Figure 2.3 — Sur la gauche, évolution de U}, et Sur droite, évolution de V;, pour p=q=2, m=1/2, n=1/2.

Remarque 2.2. Si nous considérons le probléme (2.5) -(2.7) dans le cas ou la paire fon-
tions de distributions initiales des températures pour le probléme (2.1)-(2.4) est donnée par
(up(z),vo(x)) = (2% 2?%), des figures 2.1 a 2.3, nous observons respectivement l’explosion de
(u,v) lorsque les paramétres de réactions vérifient les inégaltés suivantes : m > 1, n > 1 et
pq > 1. Dans les tableaux 2.1 a 2.3, nous observons la convergence du temps d’explosion T}, de
la solution de (2.5) - (2.7). Ce résultat ne nous surprend pas G cause des résultats établis dans
les sections précédentes. De plus, nous pouvons voir de la figure 2.1 que u explose alors que v
reste bornée lorsque les paramétres de réactions vérifient m > g+ 1 et n < 1, de la figure 2.2, u
reste bornée tandis que v explose lorsque n < p+1 et m < 1. De la figure 2.3, u et v explosent
simultanément lorsque n < p+1 et m < g+ 1. Nous pouvons donc contréler I’explosion de la

solution (u,v) par les paramétres de réactions m, n, p et q.



Chapitre 3

EXTINCTION NUMERIQUE DE LA
SOLUTION D’UN SYSTEME D’EDP
PARABOLIQUES AVEC CONDITIONS
AUX LIMITES COUPLEES NON
LINEAIRES

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons les équations de chaleur de la forme

(T, 1) = Uge(, 1), ve(z, 1) = vep(z,t), (x,t) €]0,1[x]0,T7, (3.1)
e (0,8) = w™(0,8) + v P(0,8), vs(0,8) = u=%(0,t) +v""(0,¢), t €]0,T], (3.2)
ue(1,t) =0, vo(1,t) =0, t€lo, T (3.3)
u(z,0) = uo(x), v(z,0) = vo(z), z€0,1,  (3.4)

oum,n >0, p,qg >0, uy et vy sont des fonctions positives, lisses satisfaisant les conditions
de compatibilité uy(0) = uy™(0) + v, 7(0), v5(0) = uy?(0) + vy ™ (0), uh(1) = 0, vy(1l) = 0, et
ug, v > 0 et ug, vy < 0 sur |0, 1].
Ici [0, T est lintervalle de temps maximal tel que u et v sont strictement positives pour tout
(x,t) €10,1] x [0, T et

. . . . +
hngH—lfog%{u(x’t)’v<x’t)} =0".
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Quand T est fini, nous disons que la solution (u,v) s’éteint en un temps fini et 7" est ap-
pelé le temps d’extinction de (u,v). Par contre si T est infini, nous disons que (u,v) s’éteint
globalement.

La théorie classique des équations aux dérivées partielles paraboliques fournit également des
résultats d’existence locale de solution réguliére du probléme (3.1)-(3.4), notamment celle de
Ladyzenskaja, Solonnikov, Ural’ceva [43|. Pour la question d’unicité de la solution du probléme
(3.1)-(3.4) nous nous référons au Théoréeme 3.12. Les phénomeénes d’extinction des systémes
paraboliques ont été largement étudiés (voir [26], [33], [62],[64]). Dans [33], les auteurs étudient
ce probléme. Ils prouvent que la solution (u,v) s’éteint en un temps fini 7' pour une donnée
initiale sous-solution de (3.1)-(3.4) telle que 0 < ug,v9 < 1 et le point = 0 est le seul point

d’extinction. Ils montrent aussi que

— si p < n+1, il existe une donnée initiale telle que I'extinction non-simultanée ait lieu;

— sig < Mnm—ﬂl) etp>n+1(p< % et ¢ > m + 1), Pextinction non-simultanée se

produit pour chaque donnée initiale positive ;
— sig>m+1, p>n+1, chaque extinction doit étre simultanée.

Dans ce chapitre, nous notons (u,v) € (C([0,1] x [0,7]) nc**([0,1]x]0, T[))2 la solution de
(3.1)-(3.4) pour la donnée initiale (ug, vy) et nous nous investissons dans I’étude numérique d’une
forme semi-discréte associée a (3.1)-(3.4) obtenue en utilisant le méme principe de discrétisation

dans la section 1.3 du chapitre 1, qui est la forme suivante

Ul(t) = 8°Us(t) — b (U7™(t) + Vi P (1)), i=1,...,1, (3.5)
VI() = 82Vilt) — b (U70(8) + V(1) =11 (3.6)
UQ(O) = P14 M(O) = P2, 1= 1, Ce ,[, (37)

ot Up(t) = (Us(t), ..., Ur(®)T, Vi(t) = (Vi(t), ..., Vi(t))T. Ui(t) et V() sont les valeurs d’une
approximation numeérique de u et v au nceud z; et au temps t. Et ¢y ;, 2, respectivement, les

valeurs d’une approximation numérique de ug et vy au noeud x;. Ici nous posons que

0<901,i§M, 0<g02,i§N, 1=1,...,1,

Ui_1(t) — 2Ui(t) + Uspa (2)
h2
2Uy(t) — 204 (1) 22U, () — 2U(t)

62U (t) = = . OUL(t) = v ,

S2U(t) = ,2<i<I—1,

2
bl:ﬁ’ etbi:O, Z:2,,I
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Nous montrons que le schéma semi-discret reproduit bien les conditions d’extinctions simul-
tanée et non-simultanée du probléme continu. Le reste du chapitre est organisé comme suit :
dans la section suivante nous prouvons que le schéma numérique admet une unique solution et
dans la section 3.3 nous donnons les propriétés qualitatives de la solution de (3.5)-(3.7). Dans
la section 3.4, sous certaines conditions nous montrons que la solution numérique s’éteint en un
temps fini et nous donnons quelques résultats sur le point d’extinction. Nous montrons aussi
que la dérivée par rapport au temps de notre solution semi-discréte explose au temps et au
neeud d’extinction. Dans la section 3.5, nous identifions les critéres d’extinctions simultanée et
non-simultanée. Dans la section 3.6, nous montrons la convergence de la solution numérique
vers celle du probléme continu et aussi la convergence du temps d’extinction de la solution semi-
discréte vers celui de la solution du probléme continu (3.1)-(3.4), quand le pas de maillage tend
vers zéro. Finalement, dans la derniére section nous donnons quelques résultats numériques qui

illustrent nos analyses.

3.2 Existence et unicité de la solution du probléme semi-

discret en espace (3.5)-(3.7)

Dans cette section, nous prouvons l’existence et 'unicité de la solution du probléme semi-
discret en espace (3.5)-(3.7).

Théoréme 3.1. (Existence et unicité) Pour chaque pas de discrétisation h fizé, le probléme
semi-discret en espace (3.5)-(3.7). admet une unique solution mazimale ([0, Th.maz[, (Un(-), Vi(+))),

oU [0, T max| désigne Uintervalle mazimal d’existence de la solution (Uy, V},).

Preuve. En considérant le probléme (3.5)-(3.7). Nous avons

dXp(t)
o = FXa(), (3.8)
Xi(to) = X7,

oUW XP = (1.1, -, P11, P21, -+, P21) et tg = 0. F fonction de la variable Xj,(t) = (X (t), ..., Xor(t))"
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définie sur R par F(X,(t)) = (FL(Xn(t), -, Far (X (1) avec

FX0(t) = 2X5(t) — 2X,(t) N 2 (X;™(t) + X7 B@®)

)= Xi_l(t)h_”i(;?(t)+Xi+1(t)a ZLE {2,....,1—-1,I+2,...,2] — 1}
Fi(Xa(t) = 2Xf—1(t)h?— QXI(t)7
Fra(Xa(t) = QX”?“)};?XIHQ) L2670 }—lFXffl(t))’

For(Xa(t) = 2X21—1<t>h; 2Xo1(t)

Nous pouvons voir que F est de classe C*! sur R*. D’aprés le Théoréme 3.14 le probléme (3.8)
admet une unique solution ([0, Thmaz[, Xn(-)). En posant U;(t) = X;(t) et Vi(t) = Xri(t),
pour tout ¢ € {1,...,1}, et t € [0, T} maz, le probléme (3.5)-(3.7) admet une unique solution
(10, Toomasls (U, Vi())):

3.3 Propriétés qualitatives de la solution du probléme (3.5)-
(3.7)

Dans cette partie, par des méthodes similaires a celles du chapitre 2, nous présentons
quelques résultats auxiliaires du probléme (2.5)-(2.7) mais avant, nous montrons l'existence
et I'unicité de la solution de notre probléme semi-discret.

Dans cette section, nous donnons quelques résultats auxiliaires pour le probléme (3.5)-(3.7).

Définition 3.1. Nous disons que (U, V) € (C’l([O,Th,mw[,RI))2 est une sous-solution (3.5)-
(3.7) si

U/(t) < 8°Ui(t) — b (U™ () + Vi P(t), i=1,....1, t €]0, Thmasl,
+ )), 1=1,...,1, tG]O,Thjmax[,
0 < U;i(0) <14, 0<Vi(0) < o, i=1,...,1,

ot (Up, V) est la solution de (3.5)-(3.7). De plus, nous disons que
(Un, Vi) € (CH([0, Thmazl, RI))2 est une sur solution de (3.5)-(3.7) si les inégalités sont inverses.

Le Lemme suivant est la forme discréte du principe du maximum.

Lemme 3.1. Soient ey, cn, an, Bn € (C°[0, Thmaz|, RY) et Up, Vi, € CH([0, Thmaz|, R) telles
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que

Ul(t) — 82U (t) + e;(t)Ui(t)
Vi (t) — 0°Vi(t) + aus(t)Ui(1)

7 = 1,,.,], te]O,Th,max[7
, 1= 1...,], te]O,Th,max[’
i=1...,1.

+ ot
&0
==
S
==
AV
o o

=
E
v
=
e
e
v
=

Alors nous avons
Ui(t) >0, Vi(t) >0, i=1...,1, t€]0,Thmaz|

Preuve. Soit Ty < Thmas €t soit (Z,(t), Wi(t)) = (eXUx(t), MV (t)) ott X est un réel. Nous

trouvons que (Z(t), Wi, (t)) satisfait les inégalités suivantes :
ZI(t) — 82 Z;(t) + (es(t) — M) Zi(t) + c; (1) Wi(t) > 0, i=1...,1, t €0, Thmaxls (3.9)
W (t) — 8Wi(t) + a; (1) Zi(t) + (Bi(t) = NWi(t) >0, i =1...,1, t €]0, Thmazl; (3.10)
Zi(0) >0, W(0) >0, i=1...1 (3.11)

Posons m = min{ min  Z;(t), min Wz(t)} Puisque pour i € {0,...,1}, Z; et
1<i<I,t€[0,To)] 1<i<I,t€[0,Tp)

W; sont continues sur le compact [0,7p], nous pouvons supposer que m = Z; (t;,) pour un

certain 7o € {0,...,1}.

Supposons que m < 0.

Prenons A un réel négatif assez petit tel que
(€30 (ti) — A) Zig (i) + Cio (tig)Wig (ti5) < 0.

Sit;,, =0, alors Z;,(0) < 0, ce qui contredit (3.11), Donc t;, # 0;

si 1 <1ig < I,nous avons

<0.

Ty lti) — Ziy (i — k)
/ . — 0 0 0 0
Ziy(to) = fimy ;

De plus, par un simple calcul nous obtenons
Zi(tig) = 62 Zig (tig) + (€3 (tig) = A) Zig(tig) + Cig (tig) Wig (i) < 0,

mais cette inégalité contredit (3.9) et la preuve est compléte. O

Lemme 3.2. Soient (U, V) et (Uy, Vi) des sous et sur-solutions respectivement de (3.5)-(3.7)
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telles que, (Un(0), V4(0))

IN

(Ux(0), V4(0)) alors
(Un(1), Va(1)) < (Un(t), Va(t)).
Preuve. Définissons (Zy(t), W, (t)) = (Up(t), Vi(t)) — (Un(t), Vi(t)). Nous obtenons
ZI(t) — 62 Zi(t) — mb; (s (1)) "™ Zi(t) — pbi(vs(8)) PTIWi(t) >0, i=1,...,1 (3.12)

WI(t) — 8*Wit) — qbi(ps(8) " Zi(t) — nbi(i(8)) """ Wi(t) > 0, i=1,...,1  (3.13)
Z;0)>0, W;0)>0, i=1,...,1 (3.14)

ot w;(t), v;(t) pris respectivement, entre U;(t) et Ui(t), et entre Vi(t) et Vi(t), pour i €

{1,....1}.

Nous pouvons réécrire (3.12)-(3.13) comme

Z;(t) — 82 Zi(t) + e;() Zi(t) + c;()Wi(t) >0, i=1,...,1, t €0, Thmasl,

(t) (t) + al(t>Zl(t> + Bz(t)wz(t> > 07 1= 17 cee 717 t e]ovTh,ma:p[v
ol e;(t) = —mbi(pi (1)), a(t) = —pbi(vi(t) P @i(t) = —gbi(ui(t)) 77, et Bit) =
—nbi(v ()™ i = 1,...,1, Vt €]0, Thmaz|. Selon le Lemme 3.1, Z;(¢t) > 0, Wi(t) > 0,
pour i =1,...,1, t € [0, T} ma| €t la preuve est compléte. O

Le Lemme suivant nous donne quelques propriétés de la solution semi-discréte.

Lemme 3.3. Soit (Uy, Vi) € (C([0, Thmas!; ]RI))2 la solution (5.5)-(3.7) avec une donnée
initiale (p1,p, Pa.n) sur-solution telle que 0 < 1; < @141 < M et 0 < @o; < 2,41 < N pour

it=1,...,1 —1 ou M et N sont des constantes strictements positives. Alors, nous avons
(1)) 0<Ui(t) <1, <M et0<Vi(t) <oy <N, pour i=1,....1, t € [0, Thmazl|;
(11) (Uisa(t), Viga(t)) > (Us(t), Vi(t)), i=1,....1 =1, t €[0,Thmazl;

(iii) (U;(t),Vi(t) <0, i=1,....1, t €0, Thmaal-

Preuve.

(i) Puisque (@11, ¢2.1) est une sur-solution de (3.5)-(3.7), par le Lemme 3.1 et 3.2 nous avons
0<Ui(t) <pri < Met0<Vi(t) <po; < N,pour i=1,...,1, t €0, Thmaz

(i) Ici nous argumentons par contradiction. Supposons, que ¢y le premier temps ¢t > 0, tel que
(Ki, Ll>(t) = (Ui+1—Ui, ‘/;+1—‘/;>(t) > O, pour 1 < 1 < [—1, mais min{Ki()(Zfo), Lio (to)} =
0 pour un certain iy € {1,...,/ — 1}. Supposons que K;,(to) = Ui +1(to) — Ui, (to) = 0.
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Sans perte de généralité, nous supposons que i¢ est un petit entier pour lequel l'inégalité

ci-dessus est satisfaite. On a

i) = %®_ﬂ§w+m®—<ﬂwwéﬁMﬂ—%ﬂmw+wp@Q
K!(t) %w@—ﬂgfww4mw_cmxw—ﬂgw+m4ux2§i§1_2
K () - 2U11(t)h; 2U(t) B Ur(t) — 2U1h12(t) + Ur_s(t)
(1) = PO 2y 4 v
Kty = Rl = 2[}(;@) TR iy (3.15)
K1 (o) - Ko=) ;23K1_1(t)

Selon les hypotheéses sur t, nous avons les inégalités suivantes :

K7 (to) = lim Znlfo) = Kanlfo =
)

e—0 €

e)<0

)

Kig1(to) — 2K, (to) + Kiy—1(to)

>0 si, 2<ip<I—2,

h2
Kiy11(to) — 3K, (¢ .
0+1( 0) O( 0) > O SZ, ZO — 1’
h2
—3K;, (t K1 (t o
O(O)h—g L 1<0)>0 si, jg=1—1,

ce qui implique que,

Kiyy1(to) — 2K, (to) + Kiy—1(to)

K/ (to) — <0 si2<ig<I-2,

h2
iy (to) = 3Ky (t) 2, ] y
K 1g) — Rl 2 3ullo) 2y vir) <0 si =1,
—3 K, (to) + Kig—1(t .
K (to) — 0<0)h2 01(O><O siig=1—1.

Ainsi, nous avons une contradiction avec 3.15, ce qui entraine le résultat désiré.

(iii) Notons F;(t) = U;(t) —Ui(t+¢) et G;(t) = Vi(t) = Vi(t +¢), pour i = 1,..., I, en utilisant
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(i) nous obtenons F;(0) > 0, G;(0) > 0 pour i = 1,...,I. Il n’est pas difficile de voir que

F{(t) = 0*Fi(t) + mbi(&() ™™ Fi(t) + pbi(ni(t)) P~ Gi(t) > 0,
Gi(t) — 6°Gy(t) + qbi(&(1)) " Fi(t) 4 nbi(ni(t)) "' Gi(t) = 0,

ou &(t), n:(t) pris respectivement, entre U;(t + ) et U;(t) et entre V;(t + ) et Vi(¢). Du

Lemme 3.1 nous obtenons
Fi(t) > 0et Gi(t) > 0pouri=1,...,1, t € [0, Thmaz|-

Ce fait implique le résultat souhaité.

3.4 Extinction de la solution de (3.5)-(3.7)

Soit (U, V3) la solution de (3.5)-(3.7) avec 0 < ¢1,; < M, 0 < ¢1; < N pour i =1,...,1.
Nous commencons cette section par la définition suivante
Définition 3.2. La solution (U, V}) de (3.5)-(53.7) s’éteint en un temps, s’il existe un temps

fini Ty, > 0 tel que U;(t) et V;i(t) sont strictement positives pour i = 1,...,1,t € [0,Ty] et

lim inf min {U;(t), V;i(t)} = 0*.

t—T, 1<i<I
Ty, est appelé le temps d’extinction de (Up, Vy).
. . . . ! ! _ —
Si Ty, existe et tlg%lh 1r£i1£I{Ui(t), V/(t)} = oo, alors T, = Th mas-

Inspiré par [15, 33| nous prouvons que (U, V},) s’éteint en un temps fini et (Uj, V}) explose

au noeud d’extinction.

Théoréme 3.2. La solution (Uy, V3) de (3.5)-(3.7) s’éteint en un temps fini Ty, seulement au

neud © = 1
Preuve. En intégrant (3.5) de 0 & ¢ nous obtenons
t
Ui(t) = Ui(0) = / 82U (1) — by (U;™(7) + Vi P(1))dr,i = 1,...,1,
0

en multipliant les inégalités ci-dessus par h et les sommant, nous obtenons

S0 = 3o 0) + [ SO BT o) i)
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De (3.5) nous avons

h h YU (1) = Us(7)
-#Mﬂ—§%®%—l dr,

h
et
2t - Suno) = [ DO ey 4 v
Ainsi
h — h h — h f
300 + MU0+ U0 = U1 0) + S RUO) + 50,0) - /0 Ur™(7) + Vi P (),
par conséquent
h — h
FUr() + Z hUi(t) + SUL(E) < M = (M7 + N77)t.
En procédant comme précédemment, nous obtenons
h — h
SVi(t) + Z; WVi(t) + 5Va(t) < N — (M7 + N7")t,

ce qui est une contradiction car Uy (t) et V,(t) sont positives pour tout t € [0, T}[. Alors il existe
0 < T, < oo tel que
lim inf min{U,(¢), Vi (¢t)} = 0*.

=T,
Maintenant nous montrons que ¢ = 1 est I'unique nceud d’extinction. Dans tout ce qui suit, nous
prenonsi € {1,...,I—1} et t €]0,Ty[. Posons g(U;(t)) = U;™(t), f(Vi(t)) = V. P(t), d(Us(t)) =
U (1), j(Vi(t)) = V(1) et

7 K3

_ Uin(t) = Ui®)

— oi(g(Ui(1)) + f(Vi(1))) (3.16)
Vin(t) = Vi(t)

Wi(t) = W — ¢i(d(Ui(1)) + 5 (Vi(1))) (3.17)

7(Vi(0))) < 67V;(0).
Soient k et J = (Jy, ..., J;) telles que k(s) = s7™2 s> 0, m2 > 0 et J;, §7J;(t) sont positives.



3.4 Extinction de la solution de (3.5)-(3.7) 87

En utilisant un développement limité de type Taylor a 'ordre 2, nous obtenons

P (dik(Ji(1)) = @ik (Ji(£)6%Ji(t) + k(Ji(£)6% s + k' (Ji(£)) 0 0 F Ji(t) + K (J;(£))6~ did~ J;(t)

(67 (1)) (6~ Ji(t))*

o (1) + 0 ), T =2 T,

i(
8 (pik(1(1) = ¢k (J1()8° T (t) + k(J1(2)5%d1 + 2K (J1(2)6 6™ i (2)
+¢1(0 1 ()K" (pa (1)),

En considérant les hypotheéses sur ¢;, k et J;, nous arrivons a
82 (pik(Ji(t)) > @ik (J; (1)) Ti(t), i =1,...,1 — 1. (3.18)
En utilisant (3.18) nous arrivons a I'inégalité ci-dessous

Z{(t) = 8°Zi(t) > = (g(U;) + f(V2) + bigid (U3) (9(U3) + f(V2)) + biopi f/(U:) (d(Us) + 5(V5)).

> &

Les inégalités ci-dessus impliquent 'inégalité suivante

Zi(t) = 0 Zi(t) + big (Us(t)) Zi(t) + b (Vi(t))Wilt) > bi[%(g(Uz(t)) + f(Vi(1)))
+(U0)(dUs(t)) + 5 (V1)) + g (Ui(0) (g(Ui(1)) + f(Vi(t))]

Pour le parameétre h assez petit nous obtenons
ZI(t) — 62 Zi(t) + big' (Us () Zs(t) + b f' (Vi (t))Wi(t) > 0.

Ainsi nous avons

En utilisant le Lemme 3.1 nous aboutissons au fait que Z;(t) > 0 et W;(t) > 0, pour i =
L,...,0 —1ett€]0,T}], ceux-ci impliquent que

PalOZ B8 > oot + 1600 2 5 (57 + 77

1
pour i = 1,...,J, avec ¢; = 3 ouJ € {2,...,1 —1}. Ainsi par sommation des i — 1 (i > 1)
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premiers termes des inégaliés ci-dessus, nous obtenons

Ui(t)>U1+<i_1)h( L, 1)2(i_1)h( ! +i) avec i > 1.

- 2 Mm ' Np 2 Mm ' Np

La méme chose peut étre faite pour V. 0

Théoréme 3.3. Si lim U;(t) = 0" (hm Vi(t) = 0+> , alors U} (t) explose (V}(t) explose) .
t—=T," t—=T5
Preuve. Supposons que Uj (t) est bornée. Alors, il existe une constante non positive M telle

que Uj (t) > M. Nous avons

) %

i > R > i > WM.

i=1 j=1 i=1 j=1
I-1 4 I—-1

ZthM - ZWM
i=1 j=1 i=1

M hM

= S t5

jzhm@ S (Zh2<U;<t>>+h2U1<t>)

i=1 j=1 i=1

De (3.5) nous arrivons a

> Z B = Ur(0) = Ua(®) - (Vi) + U™ (0) + 20

et du Lemme 3.3 nous arrivons a

Ui(t) — Ui(t) — (Vi(t) P+ Ui (1)) > % + hM.

Comme t — 1), le coté gauche de 'inégalité ci-dessus tend vers —oo tandis que le coté droit
est borné. Cette contradiction montre que Uj, explose. 0

D’apres la Définition 3.5, les Théorémes 3.1 et 3.3, nous pouvons affirmer que 7T}, = T}, maz-
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3.5 Extinctions simultanée et non simultanée

Dans cette section, nous travaillons dans l'intervalle [0,7}] et nous considérons (U, V},)
solution de (3.5)-(3.7) avec h fixé et nous donnons des conditions pour I'extinction simultanée

et l'extinction non simultanée.

Théoréme 3.4. Si U, s’éteint et V}, ne s’éteint pas (3.5)-(3.7) alors g < m+1 (Si 'V}, s’éteint
et Uy, ne s’éteint pas (3.5)-(3.7) alors p <n+1).

Preuve. Comme V}, ne s’éteint pas, par I’équation (3.5) il existe une constante ¢ > 0 telle que
Ui(t) = —cU;™ (1),
en intégrant cette inégalité de ¢ a T}, nous obtenons
Uy(t) < C(Ty — )71, ot C = ((m + 1))/, (3.19)
En utilisant (3.19) et (3.6), nous obtenons

VI() < 2Vi(t) — by (v ")+ C(Th — 1) T)

Ainsi Vi(T},) < C, = C f (T, — t)~ w1 dt. Nous pouvons voir que cette intégrale diverge si

g > m+ 1, ce qui est une contradiction et la preuve est compléte. ([l
Corollaire 3.1. L’extinction simultanée a lieuw si ¢ > m+1, p>n+ 1.

Lemme 3.4. Supposons que Uy, s’éteint en un temps fini Ty, (V}, s’éteint en un temps fini Ty,)
et

821 — bi (01" + 938 + e (o + k) <0, (3.20)
8200 — b (o1 + o) +c(prf +var) <O0. (3.21)

Alors il existe une constante strictement positive C' telle que pour t €0, Ty|

U1 (t)m—H Vl(t)n-&-l
Clmt1) = » " (C(nﬂ) ZTh_t) ’

Ui(t) > (T — )7 (Vilt) = C(T, - )77 (3.22)

Preuve. Posons pour i = 1,...,1, t €]0,T}|,

Zi(t) = U/(t) 4+ c (U;7™(t) + VP(t) et Wit) = Vi () + ¢ (U;9(t) + V™ (1)),
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2Us(t) — 2U (1) 2

2y = ZROZZRO 2 (i) v ) 1070 + Vi)
z(p) = O 20ROl o o) 4 v )
2ty = FROZ e+ v ).

on a d’une part

ziwy = 2RO_20O 2 o)+ v W)

—c (mUT™ M (UL () + pV T OV(1))
zp) = Gl 2000 et o + v V) =20 -1,
ziy = O 20 e @i v i)

et d’autre part

22(t) — 22,(1) 205(t) — 20, (1) (2(U2_m(t) +V5 () —2(U, (@) + pr(t)))

h2 h2 h2
Zin(t) =22 + Zia(t)  _ Uia(t) = 2Ui(#) + Ui (1)
h? B h?
LUt ) + Vi (t) = 2007 + Vi *(1) + Ui (1) + Vi (1)
h2
2Z14(t) —2Z,(t) _ 207,(H) —207(8) | 20;.7(4) + 2V, A (1) — 207 (8) — 2V P (1)
= +c ’
h? h? h?
ce qui implique que
2UL(t) — 2U1 (¢ . _
ez = 2200 | pwiee) v )
UL, (1) — 2U4() + UL, (1) o
sz = Sl 2200000 | g v )
UL (t) — 2U(t) . _
() = g (U V),
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donc
Z(0) - P() = - (mUTm OUL) + 9V OV ()
—B U VL) + Vi V() — (U770 + V()
Z8) = RZ{1) =~ (mUTm UL + pV 7 OV () — (U770 + V()
Zy(t) = 6°Z1(t) = —c(mU7™H(OU(t) +pV " (V] (1))
B U ) + V)

D’aprés le Lemme 1.7, nous avons, pour ¢ €]0, T},

2 (mUTm VL) + 9V OV ()
(

) )
—c*mU" (U () + pVi " (VI (1))
+e(mUy ™ N (06U (t) + pVy 7 () VA (L))
Zi(t) = 6°Zi(t) < —c(mU7 "N (OUI() +pV; PHOVI (1)
+cd® (mU; ™M (OU(8) + pV; "~ (0)V (t)
Zy(t) = 8 Z1(t) < —c(mU; ™ N (U(t) +pV "~ (V)
6 (mU; ™ () 82U (1) + pVy P~ (#) 02 Vi (1)),

Zi(t) — 8 Z,(t) <

), i=2,...,1—1,

= (U™ UL+ Yy OV (1)

—cd*mU;™ (UL (1) + pV " (V] (1))

+e(mU; ™ ()67 U (t) + pVy P~ (1) 6°VA (1))

—c (mU; ™M (0)(U](8) — 6°Ui(1)) + pVi P (0) (V) (1) — 6°Vi(t))
—c (mU; ™ (#)(U7(t) = 6°Ur(1)) +pV P (0)(V{ (1) = 6°Vi(1))) -

Z(t) — 6% Z1(t) <

ZI(t) — 6% Zy(t)
Z4(t) — 6°Z;(t)

IA A

D’aprés (3.5)-(3.6), pour t €]0, T},

2

20~ 20 < 5 (mUT OUL) + VT OR()

FIRUT U0 V) + LV ) + V),
20 P20 < TUTNE) (UL + U7 6 + V()

PPV ) (V) + eU7(0) + V(1)
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2 2
Zi(t) = 2u(t) < SEUTTHOZ() + VI (OWA(D),
Zi(t) — 6% Zi(t) < 0,
ZH(t) — 6% Z(t) < 0,
de méme nous montrons que
/ 2 2q —q—1 20, g
Wilt) —omi(t) = S (U" (OZ40) + -V (W) ),
Wi(t) — 6*Wi(t) < 0,

Wi(t) — *Wi(t) < 0,

ZI(t) — 2 Zi(t) + ai(t) Zi(t) + Bi(t)Wi(t) <0, i=1,....1, t €0,T}[,
W/ (t) — Wi(t) + a;(t) Zi(t) + bi(t)W;i(t) <0, i=1,...,1, t €0,T}[,
Zz(o) SO) VVZ(O) §07 =1, 717
b an () = ~SEUT0), Ba(t) = V0, anle) = LU )
2n

bi(t) = —TVf"’l(t) et a;(t) = Bi(t) = a;(t) = bi(t) =0,i=2,...,1 — 1.

En vertu du Lemme 3.1, nous avons
Zi(t) <0, Wi(t) <0, i=1,...,1, t €0, T}
Ainsi nous obtenons

Ul(t) < —cU7™ (1) et V/(t) < —cV(t), i=1,....1, t €0, Th[. (3.23)

(2

Supposons que U, s’éteint (V}, s’éteint).

En intégrant (3.23) de ¢ a T}, nous arrivons au fait que

Ul (t)m-H
C(m+1)

%(t)n-‘rl

=t (m

> Ty — t) ;
ce qui implique que
Ui(t) > (T —tym (Va(t) > C(T — 1))
O

Théoréme 3.5. Si p < n+ 1, alors il existe une donnée initiale telle que, V,, s’éteint tandis
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que Uy, ne s’éteint pas.

Preuve. Nous argumentons par contradiction. Supposons que U, et V}, s’éteignent simultané-

ment au temps T}, pour chaque donnée initiale. Nous aurons dans ce cas

t T, 2 T, 2 Ty,
/ Ui(s) ds > / Ui(s) ds = — ( Us(s) —Uy(s)) ds — —/ (U7™(s) + Vi P(s)) ds
0 0 h? Jo h Jo
En utilisant le Lemme 3.4, nous obtenons

002 00+ 55 [ (0ls) — ) ds =20 [ (- o) )

Comme p < n + 1, cette intégrale est Riemann convergente et

n+1l—p

_1
Ul(t) Z Cl — CQThm+1 — CgTh e y avec Cl, Cg, 03 > 0.

En sommant (3.6) nous observons que

h / h / / —q -n

-3 1(t)_§\/l(t)—ZhV;(t) = U (t) + V™ (t),

_QV’(t)—ﬁ '(t)—lz_ihv-’(t) > U %(0) +Vi(0). (3.24)
W TR T A = '

Par intégration de (3.24) de 0 & T}, nous arrivons a
- i —1
Vi(0) (Ur(0) +Vi7"(0)) = Th,

alors si T}, est assez petit (dépendant de U,(0) et V},(0)), Ui (1) > ¢o > 0. Nous aboutissons a

une contradiction avec I’hypothése que Uj, s’éteint et le résultat est obtenu comme désiré. [

Théoréme 3.6. Si ¢ < ”(mH) etp>n+1(p< mnjll) et ¢ > m+1) seule Uy, (seule V)

s’éteint pour chaque donnee zmtzale non négative.
. 1
Preuve. Dans cette preuve, nous supposons seulement le cas ou ¢ < "(m+ )

m(n+1)
m1

existe une donnée initiale telle que Uy, et V}, s’éteignent simultanément au temps 7}. Sans perte

et p>n+1,le cas

oup <™ et ¢ > m + 1 se traite de maniére analogue. Dans la sulte, nous supposons qu’il

de généralité, nous pouvons supposer que cette donnée initiale satisfait (3.20)-(3.21). Selon (3.6)
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Vi(t) = 0°Va(t) — ba (UL (1) + Vi (1)),
Vi(t) 2 =bu(U"(t) + Vi"'(1)),

| " Ur(s) + Vin(s) ds.

Du Lemme 3.4 nous savons que Uy (t) > Cy (T}, — t)ﬁ, Vi(t) > Co(T), — t)n%l. Dong, on a,

US(t) < CTU(Ty, — t) " m, et V() < O™ (Ty, — t)~wit.

Comme g < "(;n—ﬂl), alors U; “(t) < Oy (T}, — t)"#+1. Ce qui implique que

D’ou
Vi(t) < Ty, — )" avec a = byn(CyHC™).

En considérant ’équation (3.5) nous avons

=

~—~
<~

~—
|

S2UL(t) = (U™ (1) + V(1))
S2UL(t) — b1V P(1),
Ul(t) < 6Uy(t) — bya (T}, — t) 71,

S
=
IN

En intégrant l'inégalité précédente des deux cotés de 0 a T},, nous obtenons
T, » T,
Ui(0) > —cp + 02/ (T, —t)" »+1dt avec co = bja™? et cg = / 82U, (t)dt.
0 0

Nous pouvons voir que l'intégrale diverge si p > n + 1, ce qui est en contradiction avec le fait

que U, et V}, s’éteignent simutanement. 0

Théoréme 3.7. Soit (Uy,V}) la solution de (3.5)-(3.7) telle que la donnée initiale satisfait
(3.20)-(3.21).

St Uy, s’éteint a un temps fini Tj,, alors il existe deux constantes non négatives telles que

CL(Ty, — )77 < Uy(t) < Co(Ty, — t)mer.
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Si Vy, s’éteint a un temps fini Ty, alors il existe deux constantes non négatives telles que
Ci(Th — £)77 < Vi(t) < Co(Th — )77

Remarque 3.1. Soit (Uy, V3,) solution de (3.5)-(3.7) telle que la donnée initiale satisfait (3.20)-
(3.21). Nous pouvons voir du Lemme 3./ et de la preuve du Théoréme 3.6 que si Uy, (Vi,) s’éteint
en un temps fini Ty, alors U, (t) ~ (T, — t),#ﬂ <Vfl(t) ~ (T, — t)fn%l> pour t assez proche
de Th-

3.6 Convergence du temps d’extinction

Dans cette section, nous étudions la convergence du temps d’extinction semi-discrete.Mais
avant, nous prouvons que pour chaque intervalle de temps [0, 7*] fixé ou (u,v) est définie, la
solution (U, V},) de (3.5)-(3.7) converge vers (u,v) quand le paramétre de discrétisation h tend

vers zéro. Pour la suite nous posons

up(t) = (w(xy, t), ..., u(zn, )T, v(t) = (v(x,t),. .. vz, )7,
1UA(1)lloc = max [Us(t)],  [|Un(t)llinr = mmin [Ui(L)].

1<i 1<i<

Théoréme 3.8. Supposons que la solution (u,v) du probléeme (3.1)-(3.4) appartient &
(C+1(0,1] x [0,T*)))* et la donnée initiale (@14, par) de (3.5)-(3.7) vérifie

[p1.n = un(0)[leo = 0(1), [lp2,n — Va(0)[|ee = o(1) h — 0. (3.25)

Alors, pour h assez petit, le probléeme semi-discret (3.5)-(3.7) a une unique solution (Uy,V},) €
(ct ([O,T*],RI))2 telle que

s ([0 (1) = s (8) e = OCllp1 = u ()l + o2 = 0 (O)llc + ), quand h =0,
s Va(t) = (0l = Ollprs = un(0) | + e = 01(0) o+ ), quand h = .

Preuve. Soit ¢ > 0 tel que
(luls Olloe, [0 )llec) < 0, ¢ €10,T7]. (3.26)

Alors le probléme (3.5)-(3.7) a pour h, une unique solution (U, V},) € (C* ([O,T*],RI))2. Soit
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t(h) <T* la premiére valeur ¢t > 0 telle que

max{||Un(t) = un(t)lloo; [Va(t) = vn(t)lloc} < 1. (3.27)

La relation (3.25) implique t(h) > 0 pour h assez petit. En utilisant 'inégalité triangulaire,

nous obtenons
UL |loo < 1+ 0 ety ||[Vi(t)]|oo < 14 0 pour t € (0,t(h)). (3.28)

Soit (e1p,e2)(t) = (Up — up, Vi — vp)(t), Vt € [0,T*] 'erreur de discrétisation. Ces fonctions

d’erreur vérifient

eh 1 (t) = 6%er1(t) +mby(01(£)) ™ er1 () + pbi(©1(t)) P ean (t) + O(h),
6/271(15) = 526271(15) + Qb1 (91 (t))_q_leljl(t) + nbl(@l(t))_”_lezl(t) + O(h),
6/171(75) = (52617[(15) + mbI(QI(t))fmfleu(t) +pb[(@[(t))7p71€27[(t) + O(h),

6/2’I<t> = (52627[@) + qu(HI(t))’q’leu(t) + nb[(@[(t))inileg’[(t) + O(h),

e’u(t) = 0%e1,4(t) + O(h?), e’m(t) = 0%ey,(t) + O(h?),

ou 0;(t) et ©;(t) pris respectivement, entre U;(t) et u(x;,t), et entre Vi(t) et v(z;,t), pour
i € {1,I}. En utilisant (3.26) et (3.28), il existe K et L des constantes positives telles que

e'LZ(t) S (5261’1‘(15) + b1L|6171(t)| + bZL|€27Z(t)| + Kh,
6/272-(15) S 52627i(t) + blL|617l(t)| + blL|€27l(t)| + Kh

Soit (z,w) € (C**([0,1],[0,7%]))* tel que
2w, 1) = (lern = un(0)loo + 2 — v(0)lloc + QR) €M=" et w = 2, W(a,¢) € [0,1] x
[0, T*], avec M, Q des constantes positives. Nous pouvons prouver par le Lemme 3.2 que

ler:(0)] < z(xi,t), |eai(t)| < w(zit), 1 <i<I, pourt€l0,t(h)].
Nous déduisons que

1UA(E) = un(®)loe < (o1 = un(0)lle + 02 — v(0)l|oc + Q) M+2",
Vi) = on(®)llse < (o1 = un(0)lloo + @z — va(0) oo + QR) M2,



3.6 Convergence du temps d’extinction

97

pour t €]0,t(h)[. Supposons que T™* > t(h), de (3.27), nous obtenons

1= [[Un(t(h) — un(t(h))lloo < (01 — un(0)lloo + 026 — vn(0) [l + @) M H2).

Puisque le terme de droite de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro quand h tend vers zero, nous

déduisons que 1 < 0, ce qui est absurde. Donc nous avons t(h) = T*, et la preuve est compléte.

O

Théoréme 3.9. Soit (u,v) € (C*1([0,1] x [0,T]))* solution de (3.1)-(3.4) avec T le temps
d’extinction et la donnée initiale (3.5)-(3.7) satisfait (3.20)-(3.21) et (3.25). Alors la solution

(Un, Vi) de (3.5)-(3.7) s’éteint en un temps fini Tj, et nous avons

limTy, =T.
h—0

Preuve. Posons ¢ > 0, il existe n > 0 tel que

e
_ - < y<nn.
Clmy1) =2 ~=V=1

(3.29)

Il existe un temps Ty €]T — g, Tltel que 0 < |u(x;,t)| < 2, pouri=1,...,1,t € [Ty, T|. Posons

Ty = L il n'est pas difficile de voir que 0 < [|u(x;, t)||int, pour ¢ € [0, T1]. Du Théoréme 3.8,

il suit que pour h suffisamment petit

[Un(t) — un(t)]|oo < g

En appliquant I'inégalité triangulaire, nous obtenons

1UW(T)[line < [1U(T1) = un(T) lloo + [lun(T1) [[ine < 9.

Du Théoréme 3.2, (Uy, V},) s’éteint en un temps fini 7},. Si nous supposons que Uy, s’éteint, nous

déduisons des Lemmes 3.4 et (3.29) que

inf

T, —T|<|T, =T T -T| <
T~ T < [T = T + 17, - T) < gt

Le cas ou V}, s’éteint est traité de fagon analogue.

U (T0)llinf ™

+
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3.7 Reésultats numériques

Dans cette section, nous présentons quelques approximations numériques du temps d’ex-
tinction de la solution de (3.5)-(3.7) pour la donnée initiale ug(z) = vo(z) = 1+ 7 sin (z),
avec différentes valeurs de m, n, p et ¢, ot max{m,n,p,q} > 0.

En posant W;(t) = U;(¢t)~' et Wiy(t) = Vi(¢)™', ¢ = 1,...,I, nous obtenons le systéme

différentiel suivant

Wit) = % <W1< ) — VVVVIQ(f t)) ) + % (Wi ()™ + Wi ()PWi (1)) (3.30)
W/(t) = % <2m(t) - VVVIZ"_(f()t) - VVVVSgtJ Li=2,...,1—1 (3.31)
Wit = % (Wf(t) _ V‘ngﬂ) (3.32)
WI,—H (t) = % (W[_H(t) — %) + % (W1 (t)qW[+1(t)2 -+ W]+1(t)n+2) (333)
Wit % (2W1+z~(t) - M@i*_(fgt) — ijfg(t)) Li=2,...,1—-1 (3.34)
Wy (t) = % (sz(t) - MVZQII—%) (3.35)

avec W;(0) = (¢15)~" et Wiryi(0) = (p2;)! pour i = 1,...,I. Nous pouvons constater que
W), explose quand (Up, V3,) s’éteint. Soit 1 la longueur d’arc paramétré M : t — (t, W (t)),
t € [0,7,[. En considérant les variables ¢ et W}, en fonction de 7, nous obtenons les systémes
d’EDO suivant

(- 1
ey g
Wi _ Ji i=1,...2I (3.36)

VAN N -

t(0) =0, Wi(0) = (014)7, Wigi(0) = (@o)F i=1,...,1,
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ou ) <n<oo,et

A = o (Wm - VVVV%) 2 (W (6™ + Wi (0P WA (1))
1 Wi(t)? Wi(t)? .
fz(t) - ﬁ <2VV7,( ) Wlfl(t) I/Vz+l(t)) y L= 27 ’]_ 1
)y = 2 (Wit - 05
Fra®) = g5 (Weea)) = ) & 2 (W (07 + Wea(07+)
1 Wi(t)? Wia(t)? .
fislt) = g (Wit =t = ZE ) i -
utt) = 5 (W) - 20

puisque dn? = dt* + dW¢E + -+ + dW3,.

Proposition 3.1. Soit (1;)en une suite géométrique définie par

= i Sy — k> 1
m=k'sy, t(n)= et my>0, k>1,
0 \J14+3H 2

alors la suite (t(m;))ien converge linéairement vers T,

Preuve. Nous avons le résultat désiré grace a la Remarque 3.1 et aux Théorémes 3.15 et 3.16
(voir annexes). O
Par le méme principe de programmation que les chapitres précédents, nous obtenons les résultats

ci-dessous.

3.7.1 Tableaux

Dans les lignes des tableaux suivants, nous présentons le temps d’extinction numérique T},
le nombre d’itérations k, correspondant & des mailles de 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024.

3.7.2 Graphiques
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Tableau 3.1 — Temps d’extinction numérique, nombre d’itérations et ordre des approximations obtenues
pour m=0.5,p=1¢g=2,n=0.5.

I 15 k
16 | 0.14996832 | 427
32 | 0.14779261 | 697
64 | 0.14712892 | 1334
128 | 0.14693093 | 3490
256 | 0.14687304 | 12136
912 | 0.14685642 | 46926
1024 | 0.14685125 | 18639

Tableau 3.2 — Temps d’extinction numérique, nombre d’itérations et ordre des approximations obtenues
pourm=1 p=25,¢q=0.5n=1.

I 15 k

16 | 0.13247290 297

32 | 0.13052040 257

64 | 0.12992956 | 1149
128 | 0.12975310 | 3065
256 | 0.12970112 | 10682
512 | 0.12968603 | 41378
1024 | 0.12968172 | 164524

Tableau 3.3 — Temps d’extinction numérique, nombre d’itérations et ordre des approximations obtenues
pour m=03,p=2,q=2,n=0.3.

I 15 k

16 | 0.12379024 246

32 | 0.12146439 | 469

64 | 0.12074568 982
128 | 0.12052934 | 2736
256 | 0.12046563 | 9819
012 | 0.12044721 | 38351
1024 | 0.12044198 | 152745
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approximation numérique Vh
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approximation numérique Uh

0.1
0.5

temps espace

N

(=

0.5

temps espace

Figure 3.1 — Sur la gauche, non extinction de Uy, et sur la droite, extinction de Vj, pour m = 0.5, p =1,

q=2,n=0.5.
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Figure 3.2 — Sur la gauche, évolution de U; et sur la droite, évolution de Vj par rapport au temps, pour

m=0.5,p=1,¢g=2,n=0.5.
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Evolution de V, par rapport a I'espace
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Figure 3.3 — Sur la gauche, évolution de Up, et sur la droite, évolution de V}, par rapport a l'espace, au
temps d’extinction, pour m = 0.5, p=1, ¢ =2, n = 0.5.
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Figure 3.4 — Sur la gauche, extinction de U et sur la droite, non extinction de V4, V; pour m = 1,

p=25,q=0.5,n=1.
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Evolution de V, par rapport au temps
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Figure 3.5 — Sur la gauche, évolution de U; et sur la droite, évolution de V; par rapport au temps, pour

m=1,p=25,¢q=0.5n=1.
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Figure 3.6 — Sur la gauche, évolution de U, et sur la droite, évolution de V}, par rapport a 'espace, au
temps d’extinction, pour m =1, p=2.5, ¢ =0.5, n = 1.
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Figure 3.7 — Sur la gauche, extinction de Uy et sur la droite, extinction de V3, pour m = 0.3, p = 2,

q=2,n=0.3.
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Figure 3.8 — Sur la gauche, explosion de Uj, et sur la droite, explosion de V), pour m = 0.3, p = 2,

q=2,n=0.3.
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Figure 3.9 — Sur la gauche, évolution de U; et sur la droite, évolution de V; par rapport au temps, pour
m=03,p=2,9q=2,n=0.3.
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Figure 3.10 — Sur la gauche, évolution de Uy et sur la droite, évolution de V}, par rapport a I’espace,
au temps d’extinction, pour m =0.3, p=2, ¢ =2, n = 0.3.

Remarque 3.2. Si nous considérons le probléme (3.5)-(3.7), dans le cas ot la paire fon tions

de distributions initiales de températures est la donnée par

(o), v0(x)) = (1 + %sm <%x) 1+ %sin (%x)) |

Des figures 3.1 a 3.3, nous observons respectivement [’extinction de (u,v) lorsque les paramétres
d’absorptions m,n > 0 et p,q > 0. Dans les tableaux 3.1 a 3.3, nous observons la convergence
du temps d’extinction Tj, de la solution de (3.5)-(3.7). Ce résultat ne nous surprend pas a cause
des résultats établis dans les sections précédentes. De plus, nous pouvons voir de la figure 3.1
que u ne s’éteint pas tandis que v s’éteint lorsque p < n+ 1. De la figure 3.2, on peut constater
n(m+1) et p > n+ 1. Puis de la figure

n+1
3.3, u et v s’éteignent simultanément lorsque n < p+ 1 et m < q+ 1. Ce qui nous permet

que Uy, s’éteint tandis que V, ne s’éteint pas, lorsque q <

de dire que lextinction de la solution (u,v) peut étre controler par les paramétres d’extinctions

m, n, p etq.



Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons proposé un schéma semi-discret basé sur la méthode des dif-
férences finies en espace pour certaines équations aux dérivées partielles paraboliques avec
conditions aux limites non linéaires et certains systémes d’équations aux dérivées partielles pa-
raboliques, avec conditions aux limites couplées et non linéaires, permettant d’obtenir les mémes
conditions d’explosion et d’extinction ainsi que celles d’explosion et d’extinction simultanées
et non simultanées des problémes continus. La convergence de ce schéma est prouvée. Nous
avons prouvé aussi que pour une classe de données initiales pour lesquelles des théories d’exis-
tence, d’'unicité et de convergence peuvent étre établies pour un intervalle de temps, I'on peut
controler 'explosion et 'extinction en jouant sur les exposants critiques. Enfin, nous sommes
parvenus a déterminer de bonnes valeurs approximatives des temps d’explosions et d’extinctions
de quelques EDP paraboliques avec des conditions aux limites non linéaires de type Neumann.

Les méthodes numériques développées dans cette thése, permettront aux ingénieurs et aux

chercheurs d’effectuer des prévisions et des planifications relatives aux dispositifs utilisés.

En perspectives, nous pourrons déterminer des méthodes numériques pour les systémes
d’équations aux dérivées partielles paraboliques, avec conditions aux limites couplées et non

linéaires pour :
— estimer les temps d’explosion et d’extinction en dimension supérieure a 1,
— estimer les régions d’explosions ou d’extinctions simultanées et non simultanées,

— déterminer des conditions nécessaires pour ’explosion et I'extinction simultanées et non

simultanées.

Nous pourrons faire une étude de sensibilité pour quantifier les temps d’explosion et d’extinction
simultanées et non simultanée des systémes couplés en vu de mettre en évidence les paramétres

qui sont facteurs d’accélération ou de ralentissement d’explosion et d’extinction.
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Principes de comparaison et du maximum

Nous rappelons quelques résultats qualitatifs (principe de comparaison, principe du maxi-
mum, positivité et unicité de la solution) que nous utilisons dans le premier chapitre consacré
a I'étude du probléme continue. Ces résultats sont issus de [66], [76].

On considére 2 un domaine borné de RY, dont le bord 92 se décompose en deux parties
disjointes

00 = 0:92 W 0,12,

ol 3, est une partie relativement ouverte dans 9. Les cas 9,2 = 09 et 9,2 = () ne sont

pas exclus. Pour 7 > 0 on définit

2,.:=Q x[0,7],

puis l'intérieur parabolique

2, = (2U 0,02)x]0, 7],

et le bord parabolique
qr ‘= @‘r \ QT'

Soit une fonction
F eCY (2, xR xRN x RN)

croissante par rapport a la variable dans R . On supposera que la fonction F’ vérifie la condition

de Lipschitz unilatérale suivante :
w>u=— F(x,t,w,p,q) — Fx,t,w,p,q) < L(w — u) (3.37)

dans 2, x R x RN x RN 2, ou L > 0 est une constante ne dépendant que de la fonction F'. On

considére 1’équation parabolique dans 2,

uy = F(x,t,u, Vu, H*u),
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ol H?u désigne la matrice hessienne de u. Sur 9,€2, on impose la condition dynamique B, (u) =
0, avec

B,(u) = o(z,t)0u+ 0,u — p(x,t)u,

ou o > 0 sur ,§2x]0, 7]. Nous avons les résultats suivants :

Théoréme 3.10. Principe de comparaison.
Soient u et v deux fonctions dans C(2,) N C*Y(2,) satisfaisant

u; — F(x,t,u, Vu, H*u) < v, — F(z,t,v,Vv, H*v) dans 2,
B,(u) < B,(v) sur 028210, T].

Alors u < v sur q, implique u < v dans 2.

Unicité.
Le probléme parabolique & valeur initiale
u; = F(x,t,u, Vu, H*u) dans 2.,

B,(u) =0 sur 00210, 7],
U ’qr: RS C(q7>7

admet au plus une seule solution u dans C(2,) N C>'(2,).

Corollaire 3.2. Positivité.
Si lon suppose en plus que F(-,-,0,0,0) > 0, une solution u € C(2,) NC>'(2,) de

u; — Fx,t,u, Vu, H*u) >0  dans 2,
B,(u) >0 sur 028210, 7],
u>0 SUT qQr,

est positive dans 2.

Pour la suite, on pose

N

0%*u
- Zaij<x7t7u7vu)a ) —i—g(x,t,u,Vu),

ou les coefficients a;; vérifient, pour p; et ps deux constantes positives,

O
HMZ
|/\
HMZ
=
o
AN
5
i4]=
g\’}
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pour tout vecteur & de RV,
Théoréme 3.11. Principe du mazimum { minimum ) fort.
Supposons qu’il existe C > 0 tel que dans 2, x R x R on ait
9(5-p) <Clpl (g(,-p) = =Clpl).
Soit une fonction u € C(2,) N C*(Q,) vérifiant
{ (ug > Du] ) dans Q2x]0, 7],
(By(u) >0)  sur d,82x]0, 7].
Alors
maxu = maxu ( minu = minu ), (3.38)

qr @T qr @T

et si u atteint son mazximum M ( son minimum m ) en un point (xg,to) € 2, alors u = M (

w=m) sur 2.

Unicité des solutions de certains systémes d’EDP parabo-

liques

Cette partie traite I'unicité des solutions de certaines classes d’EDP paraboliques et elle est

inspirée de Wolfgang Walter [78| et de Herbert Amann |7].

Nous commencons par définir quelques ensembles qui nous serons utiles pour la suite

Définition 3.3. &; i = 1,2 est l’ensemble des fonctions w(t, z) définies dans J x {z > 0} (J un

intervalle borné de R) avec les propriétés suivantes : pour tout € > 0, il existe un nombre § > 0

et une fonction o(t) telle que 0 < o(t) < e dans J et
& o >w(t,o)+0 et §>6 dans J ;

E o >w(t,o) et §>0 dans J .
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Considérons pour la suite, le systéme d’équations aux dérivées partielles paraboliques suivant

?9_1; +A(t, wu = f(z,t,u, Du)  sur Qx]0, T,

B(t,u)u = g(x,t, u) sur 0Q2x]0, T, (3.39)
u(z,0) = up(x) z € Q
ot © un domaine lisse borné de R™ et A(¢,u) une famille d’opérateurs différentiels de second
ordre telle que

n n

A(t,u) = — Z Dj(a;(-,t,u)Dyu) + Zaj(-,t,u)Dju, 0<t<T < o0,
jk=1 j=1
D; = — agissant sur un vecteur de N fonctions réelles u : Q2x]0, T[— K C RY avec

8a:j
a; € C®(Q x [0,T] x RY, L(RY)),

ott L(RY) est I'espace des endomorphismes de RY, aj; = ax;. Nous supposons que A(t, u) est

strictement elliptique, c’est-a-dire

N n
NS @i )G > 0
r,s=1 j k=1
pour tout (z,1,17) € ©x [0, T)x RY, pour tout & = (¢',...,£") € R"\ {0} et ¢ = (¢',....(M) €

R\ {0}, ajy. sont les éléments des matrices ajy.

Notons par v = (v1,...,v") la normale extérieure que 02,

n

B(t,u)u = Z a;x(,t,u)v? Dyu.

jk=1

et
feC™(Qx[0,T] x RN*N RN).

Nous posons f;, g; la i-éme composante des fonctions vectorielles f et g.

Théoréme 3.12. (Théoréme d’unicité) Supposons que g;(x,t,z) est dépendante de z; (j =
1,...,N) et
gi(z,t, 2 + ae) — g;i(x,t,2) <0 pour o >0,
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e=(1,1,...,1) € RN. i, il existe une fonction w(t,z) € E(E,) telle que
flz,t,z,p) — fx,t,z,p) < w(t,mjax |z — Z;]) pour z; > Z,
alors le probleme (3.39) a au plus une solution dans C(S2 x [0,T[) N C>1(Q2x]0,T)
Supposons maintenant que
g € C=(00N x [0,T] x RN, RY), avec g(-,-,0) = 0.

Nous avons le Théoréme suivant qui est inspiré de Herbert Amann [7]

Théoréme 3.13. Supposons quen <p < oo, l+n/p <71 <2, etuy € W;(Q,RN) satisfaisant

la condition de compatibilité
B(t, ug)ug = g(x,t,up) sur Of).
Alors Uéquation (3.39) admet une solution mazximale
u € C(Q x [0, T[,RY) N C*(Qx]0, T[,RY).

Si f est indépendant de Du, alors u est l'unique solution mazximale de I’équation (3.39).

Unicité des solutions de certains systémes d’EDO

Comme dans la section précédente, cette présente section traite la question d’unicité des
systémes d’EDO et elle est inspirée de la thése de N’Guessan Koffi [57].

Nous rappelons quelques définitions suivantes
Définition 3.4. On appelle systeme différentiel non linéaire autonome du premier degré, tout

systeme de la forme

dX
=) = F(X(). (3.40)

ou t est une variable réelle,

X(8) = (21(t), - (8)" F(X) = (i(X),- s f1(X))

les fi, i € {1,...,I}, sont des fonctions de la variable X définies et continues sur un ouvert E
dans R”.
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Définition 3.5.

Soit X:JCR — Rf
t — X(1).

On dit que X est solution du systeme (3.40) sur Uintervalle J dans E si
1. X est O sur J,

2. pour toutt e J, X(t) € E,

dX
3. (1) = F(X(1)).

Par abus de langage, on dira qu’une fonction X : J — R est solution de (3.40) si (J, X (t))
est solution de (3.40).

Définition 3.6. Une solution X : J C R — R! du systeme (3.40) est mazimale s’il n’existe
pas d’intervalle J contenant strictement J et de solution X : J — R! telle que X|;(-) =X(-).

Définition 3.7. On appelle condition initiale, un point de K x RY de la forme : (to, Xo) avec
Xo= (y1,---,y1)" . Résoudre le systéme pour une condition initiale donnée, c’est chercher une
solution X (t) telle que, pour tout i € {1,...,1}, x;(to) = ;.

Théoréme 3.14. (Théoreme de Cauchy-Lipschitz) Soit F : E C RI — R! une fonction. On

consideére le probléme de Cauchy (Cx,+,) suivant

dX
(1) = FX (),
X(to) = X()

Si F est C' sur E alors :
1. (Cxy1) admet une unique solution mazimale (Jpmaz, Xmaz(+))

2. Les solutions de (Cx,1,) sont exactement les restrictions de l'unique solution mazimale,

c’est-a-dire les couples (J, XmamL](')) avec J sous-intervalle de J,,qz.

3. Si F est de classe C™ sur E, alors X, nae est de classe O™ sur Joa0.

Convergence du schéma numeérique

Cette partie est inspirée de Ozawa et Hirota dans [/1].
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On considere le systeme d’équations aux dérivées partielles différentielles suivant

dy(t)
WY @), 0<t<T,
ar W) (3.41)
y(0) ="
dont la solution est une fonction vectorielle y(t) = (yi(t), ..., ya(t))T qui explose pour la norme

infinie en un temps fini T et d’ordre asymptotique max ly:(E)| ~ (T —t)"P oup >0, fyit)) =
(Fily®)s ..oy fulyONT et y® = (12, ...,40)7. Regardons pour la suite, les variables t et y1, s,

. .) Yn, comme fonction de s ot s est la longueur d’arc de la solution y de (3.41). Etant donné

n
que ds* = dt* + Z dy?, le systeme d’équations suivant est obtenu

([ 4(s) 1
d y1(s) _ 1 fi(y(s)) 0<s<oo
ds | VI+2T fE(y(s)) : ’ ’ (3.42)
Yn(s) faly(s))
(1(0) =0, y(0)=y".

Et on obtient les théorémes suivants

Théoréme 3.15. Si au moins une composante y, de la solution y de (3.41) est une fonction

croissante sur [0, T] et tend vers 400 au temps T, alors nous avons

lim t(s)=T.

s$—+400

Théoréme 3.16. Soit y solution de (3.41) satisfaisant ’hypothése du Théoréme 3.15 telle que
Y (t) ~ (T —t)"P (p>0), soit (s)ien une suite géométrique définie par

S :qlso, So>0, ¢g>1.

St nous définissons

5 ds
t(Sl) = = > s
0 \/1 + D i [H(y(s)
alors la suite (t(s;))ien converge linéairement vers T et le taur de convergence est ¢~ /P,

Nous terminons cet annexe par linégalité de Jensen.

Théoréme 3.17. (Inégalité de Jensen) Soit f : I — R une fonction convexe, si la famille

{z1,...,2;} C I et siles réels ay,...,a, vérifient : a = 0 pour tout entier 1 < k < n et
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zn:ozk =1, 0ona:
k=1
S (Z Oéﬂk) > " apf ().
k=1 k=1
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Abstract

We study numerical approximations of solutions of a heat equation with nonlinear boundary conditions which produce
blow-up of the solutions. By a semidiscretization using a finite difference scheme in the space variable we get a system of
ordinary differential equations which is an approximation of the original problem. We obtain sufficient conditions which
guarantee the blow-up solution of this system in a finite time. We also show that this blow-up time converges to the
theoretical one when the mesh size goes to zero. We present some numerical results to illustrate certain point of our work.

Keywords: numerical blow-up, heat equation, nonlinear boundary, finite difference, arc length transformation, Aitken
method

1. Introduction

In this paper, we study the behavior of a semidiscrete approximation of the following heat equation involving nonlinear
boundary flux conditions :

u,(0,1) = uP(0,1), u.(1,t) =ui(l,1), t€(0,7T), (1)
u(x,0) = up(x), x € [0, 1],

where p, g are positive constants. The initial function ug is a non-negative smooth function satisfying the compatibility
conditions u;(0) = ug(O), ug(1) = ug(l). Here (0, T') is the maximum time interval on which the solution u of (1) exists.
The time 7" may be finite or infinite. When 7 is infinite, we affirm that the solution u exists globally. When 7 is finite, the
solution u develops a singularity in a finite time, no matter how smooth u is. Namely, we have

{ w = xx, x€(0,1), 1€(0,7),

lim [lu(-, )|l = +00,
t—>T

where |[u(-, f)||lc = maxo<x<i |u(x,?)|. In this previous case, we affirm that the solution u blows up in a finite time and this
time is called the blow-up time of the solution u.

The theoretical study of blow-up of solutions for heat equations with nonlinear boundary conditions has been the subject
of investigations of many authors (Gomez, Marquez & Wolanski, 1991; Hu & Yin, 1994; Levine & Payne, 1974; Ozalp
& Selcusk, 2015; Wang & Wu, 2001; Yang & Zhou, 2016; and the references cited therein). In (Ozalp & Selcusk, 2015)
Ozalp and Selcuk show that under certain conditions, any positive solution of the problem (1) must blow up in a finite
time and the blow-up point occurs only at the boundary x = 1. In this paper, we are interested in the numerical study
using a semidiscrete scheme of (1). For previous study on numerical approximations of parabolic system with non-linear
boundary conditions we refer to (Abia, Lopez-Marcos & Martinez, 1996; Taha, Toure & Mensah, 2012; Toure, N’Guessan
& Diabate, 2015; Ushijima, 2000). In (Ushijima, 2000) Ushijima presents rather simple but general sufficient conditions
which guarantee that the blow-up time for the original equation is well approximated by that for approximate equations.
By using a theorem of Ushijima (Ushijima, 2000) and under certain conditions we show that any positive solution of
semidiscrete scheme of (1) blows up in a finite time and the semidiscrete blow-up time converges to the theoretical one
when the mesh size goes to zero.

The rest of the paper is organized as follows : in the next section, we present a semidiscrete scheme of the problem (1).
In Section 3, we give some properties concerning our semidiscrete scheme. In Section 4, under some conditions, we
prove that the solution of the semidiscrete scheme of (1) blows up in a finite time and this blow-up time converges to the
theoretical one when the mesh size goes to zero. Finally, in the last section, we give some numerical results to illustrate
our analysis.
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2. The Semidiscrete Problem

We introduce the following uniform mesh on the interval [0, 1]
xi=@G@-Dh,i=1,....1, h=1/U-1).

We denote Uy, = Up(t) = (U(2),...,U;(®) the values of the numerical approximation at the nodes x; at time ¢. For
semidiscretization of problem (1) we use a finite difference method and obtain the following system of ODE:s :

dU;(t) Ui (1) = 2Ui(0) + U1 (1)

i =2,...,1—-1 2
d & i=2..,0-1,1>0, @)
2 -2 20°(t
dU\@) _ 20 - 2@ 2000 N
dt 2 h
- 204t
dU(1) _ 2U-1(t) = 2U(2) . 1 ( )’ ‘>0, @
dt h? h
U(0)=¢; 20, i=1,...,1, (5)

where ¢;11 > ¢;, 1 <i<Tand

Uin1(t) = 2U() + U1 (0)

82U(1) = " ,2<i<I-1,1€(0,Ty),
2U,(f) = 2U 20%(¢
fup = 0200 20061,
2 h
2U,_(H) = 2U, () 22Ut
sU) = =L ‘(22 o, ;l( ), 1€ (0,Ty).

Here (0, T},) is the maximum time interval on which ||Uj(?)||« is finite. When T}, is finite, we affirm that the solution U,
blows up in a finite time and the time 7, is called the blow-up time of the solution Uy,.

3. Properties of the Semidiscrete Scheme
In this section, we give some auxiliary results for the problem (1).

Definition 1 A function V;, € C'((0, T), RY) is a lower solution of (2)-(5) if

Vi) V=2V +Vi® _ o o

dt h?
dVi()  2Va() = 2Vi() | 2V
A0 _ = < 0, t>0,
_ 2Vt
avi®) 2V -2Vi@0) 1 <0, t>0,

dt h? h
Vi) <U(0), i=1,...,1,

where Uy, = (Uy, ..., UpT is solution of (2)-(5). On the other hand, we say that V), € C'((0, T;), R') is an upper solution
of (2)-(5) if these inequalities are reversed.

lemma?2 Let Wy, V, € C'((0, 1), RY) be lower and upper solutions of (2)-(5) respectively, then

Wi(t) < Vi(0), Yt € (0,T).

Proof Let us define the vector Z,() = (V,(£) — Wy(£))e! with A a real. We have

dzi(t)  Zin() = 2Z(t) + Zi1 (1)

" o —AZi(H) >0, i=2,....,1—-1,1€(0,Ty), (6)
dz(1)  2Z(t) - 2Z,(1) 2peP ()
cgt _& = 2y (—,1 + T)zl(r) >0, 1€ (0,T)), Q)
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dt h? h
Z0)>0, i=1,...,1, 9)
where {(f), £(7) lie, respectively, between V(7) and W(¢), and between V;(r) and W;(¢).

92 220 - 240 (—/1 - —ZW_I(”)ZI(» >0, 1€(0,T)) ®)

Denote m = min; << sefo,7,) Zi(t) where Ty € (0, T}). Since for i € {1,..., 1}, Zi(¢) is a continuous function in the compact
[0, Ty], there exists iy € {1, ..., I} such that m = Z; (¢;,). Assume m < 0.

Taking A negative such that

2 p-1 t; 2 q-1 t;
pg—(o)_/l>0and_q§—(o)_/l>0'
h h
If t;, = 0, then Z; (0) < 0, which contradicts (9), hence ;, # 0 ;
if 1 <ip < I, we have
dz;,(t;,) _ lim Z;(tiy) = Ziy(t;, — k) <o,
dt k—0 k

Zio—l(tio) - 2Zio(tio) + Zi0+l(ti0)

>0if2<ig<I-1,

2
2Ziy11(t;,) — 2Z;, (1) .

0+ th o\t >0ifip=1,
2Z;,-1(tiy) — 2Z;, (1, L

o1 o) O(O)ZOZfzozl.

2
Moreover by a straightforward computation we get

dZio(ti()) _ Zi()—l(ti()) - 2Zi[)(ti[)) + Zi()+l(ti())
dt h?

- /lZio(ti(,) < 0,

dz\(t,)  22(t,) = 2Z,(t,) N (2175”_1(%)

i 2 h - /l)Zl(tio) <0,

dZi\(tiy)  2Z;1(4,) = 2Z,(;)) N _2615‘1_1(%) _2
dt h?

but these inequalities contradict (6)-(8) and the proof is complete.

Z(;,) <0,

The results of the next lemma are analogue to those of continuous problem.

lemma 3 Let Uj, € C'((0, Ty), RY) be solution of (2)-(5) with ¢; > 0 such that 6>¢; > 0 and i1 > @i, fori=1,...,1 - 1.
Then we have

) Ui z0and Uit) 2z ¢;, i=1,...,1, t€(0,T});
Gi) Ui > Uit), i=1,....,01—1, t€(0,T));
dU;(t
i) YO o i1 L te.T))
dt
Proof

d
@) Etpi - 5290,- <0,i=1,...,1, hence ¢, is a lower solution of (2)-(5). According to the lemma 2 we have

U =2¢; =20, for i=1,...,1, te(0,Ty).
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(ii) Let fy be the first £ > 0, such that K;(t) = U1 (1) = U;(t) > 0,for 1 <i < I-1,but K; (ty) = Ujy+1(to) — Uj,(tp) = 0 for
a certain iy € {1, ...,/ — 1}. Without lost of generality, we can suppose that iy is the smallest integer which satisfies
the above equality. We have

dK,(to) I Ki,(to) — K;,(to — €)
0 = lim

dt e—0 €

K +1(t0) — 2K, (t0) + Kjy—1(20)
h? >

Kiy+1(t0) — 3K (t0)
>

2
=3K;,(to) + Kjy-1(t0)
2

<0,

0 if2<ip<I-2,

0 ifip=1,

>0 ifiQZI—l,

which implies that
dKiy(to)  Kiy+1(to) = 2K;, (o) + Kiy—1(to) -

0 if2<ip<I-2,

dr h?
dKi() _ Kign(to) =3Kiy(tp) 2V i1
dt h? h 0
dKi(t) _ —3Ky () + Kiaw)  2U5a® fi— i1
dr h? h 0T

but these contradict (2)-(4) and we obtain the desired result.

(iii) Denote Z;(t) = U;(t + &) — U;(¢¥), i=1,...,1, using (i) we obtain Z;(0) > 0.

A straightforward calculation yields

dzZi(t)  Zi1(t) = 2Z(t) + Zi1 (1)
e h?

,2<i<I-1,1t€(0,Ty),

dzi(t) _22x() - 2Z\() _ 2pn" ' (DZi(1)

, 1€(0,T)),

ar 2 3
dzi(t)  2Z;(t) = 2Z(1)  2q&7 N0 Zi(1)
= F) t 0? T 9
dr ” * I €O.7w)

Z0)>0, i=1,...,1,

where 7(1), £(¢) lie, respectively, between U, (¢ + €) and U, (¢) and between U,(z + ¢) and U,(f). Below inequality can easily
be proved in a manner similar to that of lemma 2

Z) 20, i=1,...,I,Vt€(0,T).

This fact implies the desired result.

The next theorem establishes that for each fixed time interval [0, 7*] where the solution u of (1) is defined, the solution of
the semidiscrete problem (2)-(5) approximates u, as & — 0. This theorem will be used in the study of the convergence of
the blow-up time of the semidiscrete problem.

Theorem 4 Assume that the problem (1) has a solution u € C*' ([0, 1] x [0, T*]) and the initial condition @y, at (5) verifies

llen = un(O)llee = o(1), h — 0, (10)

where w,(t) = (u(x1,1),...,u(x;,0)7. Then, for h small enough, the semidiscrete problem (2)-(5) has a unique solution
Uy € C'([0.T*1, RY) such that

max, IUAD) = un®lleo = Olign = un(O)lleo + B, as h = 0. Y

Proof. Let o > 0 be such that
lullo <o, t€[0,T].
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Then the problem (2)-(5) has for each &, a unique solution Uj, € C! ([0, T, R! ) Let t(h) < T* be the greatest value of
t > 0 such that

NUR(®) — un(Dlloo < 1. (12)
The relation (10) implies #(7) > O for & small enough. Using the triangle inequality, we obtain
NU(Dlleo < U@ = un(Dlloo + (-, Dlleo, fort € (0,1(h)),

which implies that
lUn(Dlleo < 1+ 0, fort € (0,1(h)).
Let e,(1) = Uy(t) — uy (1), ¥t € [0, T*] be the discretization error and let W), € C! ([0, T, RI) be such that

Wi(r) = (Iltph — u;(0)]leo + Mhz) eM+Dt i =1, I,Vt € [0,T*], with M a positive constant. We can prove by the lemma
2 that
le;(®)] < Wi(t), 1 <i <1, forte(0,th)).

‘We deduce that
U = s @lls < (I = unO)lw + M) ¥ for 1 € (0, 1(h).

Suppose that 7% > #(h) from 12, we obtain
1= 1U(h)) = un(em)llso < (Iln = s (O)llo + M) M1,
Since the term on the right hand side of the above inequality goes to zero as h tends to zero, we deduce that, 1 < 0, which
is impossible. Hence we have #(h) = T*, and the proof is complete.
4. Numerical Blow-Up

In this section, under some assumptions, we show that for each solution of (1) with a nonnegative initial data, there exists
a unique solution of the semidiscrete problem (2)-(5) which blows up in finite time and this time converges to the real one
when the mesh size goes to zero. For this fact, we show that the hypothesis of the Theorem 1.4 in (Ushijima, 2000) are
satisfied.

Step 1 (blow-up of U;). Suppose that there exists a unique local solution u of problem (1) which blow up in finite time T
for an initial data uy. Assume that the hypothesis of the Theorem 4 hold.

Then, for /& small enough, the semidiscrete problem (2)-(5) has a unique solution U, € C! ([0, T*],R? ) with 7% < T. For
the following we define the energy I by

Iul(t) = f qulzdx— ‘1“(1 )+ — ! w10, 1), Yt € [0,T). (13)
p+1

The derivative I[u](t) is given by

dl [” @ _ f (us(x, 1))2dx < 0, ¥t € [0,T). (14)
Introduce a function J as follows 1
J(f) = f (u(x,0)*dx, ¥t € [0,T). (15)
0
Then we have
dJ(t) _ 20q-1) .1 _2p=1
dt 41ul(t) + ———— P ul™ (1,1 —p+1 u?* (0,1, Yt € [0, 7).

As a consequence of (14) we obtain the following inequality

dJ() (¢-1

> —Aug) + 2q wi*(1,1) - w10, 1), Yt € [0, T). (16)

dt
2¢-1
q+1

2 1
v = sup{ (;+ I ) u? ”(0 1 :te|O0, T]}, since u(0, -) is continuous function in [0, 7']. We deduce that

2(p-1)
p+1

Set H(t) = —41[uo] + u™(1,1) -y, Yt € [0, T), where

dJ(1)
o 2 HO:
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VYt € [0,T), and lirg H(t) = oo since the blow-up point of u is x = 1.
—

Hence the condition (&) of (Ushijima, 2000) is checked. Now we denote by

Ly - LU‘”‘( ,

Ihwh](t)-hZ( (Uini (1) - U(r))) . .

1
I =hY U,
i=1

and

Uq+1( )

1
Hyt) = ~L[U](0) + (qq )

+1
numerical approximations of /, J and H, respectively.

By the Theorem 4 it is easy to see that the condition (A2’) of (Ushijima, 2000) holds. Namely, for any € > 0,

lim sup |J(©)—Jy(@®)| =0 and lim sup |H(t)— H(@®)| =0

a7)

(18)

h—=0 4¢[0,T—s] h=0 1¢[0,T-s]
Remark that
20g -1 ! 20g -1
Muqﬂ(l, H=2qg-1) f ul(x, uy(x, £)dx + Luq“(o, 0.
qg+1 0 g+1
According to (16), we obtain
dJ(t 1 2(p -1
YO atlug) + 2 - 1) f (e, 1)y (x, e + 24— D ) w10, 1) = 2P~V oo .
dt q+ p+1
‘When we assume that the initial data satisfies,
Ue(x,0) 2 0,
we have u; > 01in (0,1) x (0, T) (see Ozalp, & Selcusk, 2015), which implies that u, is monotone increasing. Thus, we
obtain
dJ(t ! 20 -1 20p -1
Szt + 20 - D 0.0) [ ey 2D 0. - XD,
dt 0 qg+1 p+1
hence

dJ(t) > ﬁf (u(x,0))ldx+a+T,
where @ = min{—41{ug], —41;[¢n]}, T = min{l'{, 12}, 8 = 2(g — 1) min {u,(0,¢) : t € [0, T]}, with

2q -1 2p -1
= infd 297D o0,y - 222D oo repo.1Y
qg+1 p+1

rzsz{ 20 - )U"”() 2P~ )U{’“(o,t):te[o,T]},
qg+1 p+1

and

1
U O U o

I-1 1 2
Lig =h) (Ew,«“(m - U,»<0)>) +
i=1

By Jensen’s inequality, we have

% >,B(J)2 +a+T,
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with g > 2.
Let G(s) = B(s)? +a +T.

Therefore it exists R such that

G(s)>0, Vs>R

|

—— < +00, VYgq>2.
A straightforward calculation yields us the following inequality

G(s)

dJy(t)
dt

> G(Jp).

We can see that Jj, is a C! function satisfying the inequality (I1) of (Ushijima, 2000).

The hypothesis (b”), (I1) and (A2") guarantee the blow-up of the solution U}, of (2)-(5) in finite time 77,

Step 2 (Convergence of blow-up time). From (17) we have

-1
G =507 =03 (0P = 5 <0
and dH, (1) o dUL(D)
S <2 nuin =L
A simple computation gives
di}’:t) > Hi0).

dH (1)
dt
It is easy to see that the hypothesis (I1”) in (Ushijima, 2000) is satisfies.

> 0, according to Lemma 3.

By virtue of Theorem 1.4 in (Ushijima, 2000), the results are obtained as desired.

5. Numerical Simulation

In this section, we present some numerical approximations to the blow-up time of (2)-(5) for the initial data ¢; = (i — 1)h,
i = 1,...,1, lower solution of (2)-(5) with different values of ¢ and p, where ¢ > 3 and g > p. Here the numerical
results are given by the algorithm proposed by C. Hirota and K. Ozawa (Hirota & Ozawa, 2006), we briefly present this

algorithm. Consider the system of ODEs (2)-(5). We consider the variables ¢ and U; as functions of the
ds? = df* +dU f +---+d UIZ, the variables #(s) and U;(s) satisfy the system of differential equations

ﬁ B 1
dA - )
’ \/1"'2{:1]32
dU; i .
S
\/1 +Zf=1 fi2
1(0)=0, Ui(0)=¢; >0, i=1,...,1,
where 0 < s < o0, and
fi -2 2 0 0 U, vt
. . 7
1 -2 1 0
1 )
=2| 0 0 S
. 0
: : I -2 1 : 207
fi 0 o 2 =2 U, o

It is well known (Hirota & Ozawa, 2006) that
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lim #(s) = Ty, and 1im UR(8)||oo = 00.

For the numerical computation, let us define s = s; by 5, = 210.20(1 = 0,1,...,12). For each value of I, we apply
DOP54 (see Hairer, Ngrsett & Wanner, 1993) to system (19) and we get a linearly convergent sequence to the blow-up

time {tgk) }5:;11. We also accelerate the sequence recursively by Aitken method’s :

(k) (k) \2
Ly (t — 1)

1+2 I+1 t(k) _ 2t(k)

l > 2k k = O 1 2 cee
(k)’ = s’ s 1y 4
1+2 I+1 l

As in (Hirota & Ozawa, 2006), for our experiments we set RTOL = ATOL = 1.d-15 and ITOL=0. Where the parameters
RTOL and ATOL are the tolerances of the relative and absolute errors, respectively, and ITOL is used to choose the
manner in which the errors are controlled.

Tables and graphics : ¢; = (i — Dh,i=1,---,1
In the following tables, in rows, we present the numerical blow-up times T}, the numbers of iterations n, orders of the
approximations s corresponding to meshes of 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024. Approximation orders are calculated by

‘o log((Tap, — Ton)/(Ton — Ty))
B log(2)

, wWhereh=1/(I-1).

Remark 5. The various tables of our numerical results show that there is a relationship between the blow-up time and
the flow on the boundary. If we consider the problem (2)-(5) in the case where the initial data ¢(x) = x and q = 3, we
observe from tables 1-3 that the numerical blow-up time is approximately equal to 0.3. When q = 4, we observe from
Tables 4-7 that the numerical blow-up time is approximately equal to 0.2. Thus we can said that when rise g we have an
acceleration of blow-up of the solution. On the other hand, when q is fixed and p is increased, we observe from tables 1-3
and 4-7 that there is a slight diminishes of the blow-up time. Also, from the tables we observe the convergence of blow-up
time Ty, of the solution of (2)-(5), since the rate of convergence is near 2. This result does not surprise us because of the
result established in the previous section.
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1 T n S

16 | 0.264970 | 12527 -
32 | 0.260386 | 15008 -
64 | 0.259024 | 19880 | 1.75
128 | 0.258625 | 31186 | 1.77
256 | 0.258510 | 53933 | 1.79
512 | 0.258477 | 114522 | 1.80
1024 | 0.258468 | 357602 | 1.87

Table 1. Numerical blow-up times,
number of iterations and order of the
approximations obtained for g = 3,

p=3.

1 Th n S

16 | 0.277556 | 12317 -
32 | 0.272857 | 14343 -
64 | 0.271467 | 18685 | 1.76
128 | 0.271061 | 28043 | 1.77
256 | 0.270944 | 50319 | 1.79
512 | 0.270911 | 117269 | 1.82
1024 | 0.270902 | 373244 | 1.87

Table 3. Numerical blow-up times,
number of iterations and order of the
approximations obtained for g = 3,

p=1

1 Ty n S

16 | 0.193469 | 8670 -
32 | 0.189455 | 10563 -
64 | 0.188243 | 14549 | 1.73
128 | 0.187885 | 22704 | 1.76
256 | 0.187781 | 39660 | 1.78
512 | 0.187752 | 84020 | 1.84
1024 | 0.187744 | 260848 | 1.86

Table 5. Numerical blow-up times,
number of iterations and order of the
approximations obtained for g = 4,

p=3.

1 T n S

16 | 0.199975 | 8499 -
32 | 0.195868 | 9986 -
64 | 0.194633 | 13108 | 1.73
128 | 0.194270 | 19838 | 1.77
256 | 0.194165 | 36135 | 1.79
512 | 0.194135 | 84981 | 1.81
1024 | 0.194128 | 268863 | 2.10

Table 7. Numerical blow-up times,
number of iterations and order of the
approximations obtained for g = 4,

p=1

1 T n S

16 | 0.267491 | 12557 -
32 | 0.262877 | 15093 -
64 | 0.261506 | 20507 | 1.75
128 | 0.261106 | 31642 | 1.77
256 | 0.260990 | 54892 | 1.78
512 | 0.260957 | 116438 | 1.81
1024 | 0.260948 | 360972 | 1.87

Table 2. Numerical blow-up times,
number of iterations and order of the
approximations obtained for g = 3,

p =2

1 Th n S

16 | 0.193186 | 8599 -
32 | 0.189180 | 10386 -
64 | 0.187970 | 14159 | 1.73
128 | 0.187613 | 21902 | 1.76
256 | 0.187509 | 38129 | 1.78
512 | 0.187479 | 83182 | 1.79
1024 | 0.187471 | 260478 | 1.91

Table 4. Numerical blow-up times,
number of iterations and order of the
approximations obtained for g = 4,
p=4.

1 T n S

16 | 0.194600 | 8702 -
32 | 0.190565 | 10653 -
64 | 0.189347 | 14767 | 1.73
128 | 0.188989 | 23175 | 1.77
256 | 0.188885 | 40621 | 1.78
512 | 0.188855 | 85542 | 1.79
1024 | 0.188847 | 262486 | 1.91

Table 6. Numerical blow-up times,
number of iterations and order of the
approximations obtained for g = 4,

p=2.

In the following, we also give a plot to illustrate our analysis. In the figure below, we can see that the numerical solution
blows up in a finite time at the last node.
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Abstract

In this paper, we study the quenching behavior of semidiscretizations of the heat equation with nonlinear boundary
conditions. We obtain some conditions under which the positive solution of the semidiscrete problem quenches in a finite time
and estimate its semidiscrete quenching time. We also establish the convergence of the semidiscrete quenching time and obtain
some results on numerical quenching rate. Finally we give some numerical results to illustrate our analysis.
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1. Introduction

In this paper, we study the behavior of a semidiscrete approximation of the following heat equation
involving nonlinear boundary flux conditions:

ui(x,t) =ux(x,t), x€(0,a), te(0,T), (1.1)
Uy (0,t) = (1 —u(0,1))7P, ux(a,t) = (1—u(a,t))"9, t€(0,T), (1.2)
0<ulx,0)=uy(x) <a, xel0,al, (1.3)

where m,n > 0,p, q > 0 and uy satisfies the compatibility conditions, i.e., u}(0) = (1 —up(0))~P, uyla) =
(1 —up(a))~9. The problem is said to be quench if there exists a finite time T such that,

lim max u(x,t)=1".
t—T-0<x<a

The study of heat equation with nonlinear boundary conditions has deserved a great deal of interest in
recent years and has been used to model, for example, heat transfer, polarization phenomena in ionic
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conductor, chemical catalyst kinetics, etc. (see [3, 4, 6-9, 14, 15, 17] and the references cited therein). In
[4] the authors have given some conditions under which the solution u of (1.1)-(1.3) quenches in a finite
time and the quenching occurs only at the boundary x = a. They proved that u; blows up at quenching
set and also gave the quenching rate near the quenching time T, which in other word says that there exist
constants C1, Cy > 0 such that 1 — Cq(T — t)ﬁ <ula,t) <1—C(T— t)ﬁ.

From our knowledge, the numerical approximation of equations (1.1)-(1.3) has not been studied. Thus,
in this paper, we are investigated in the numerical study using a semidiscrete form of (1.1)-(1.3). For that,
we consider the case where a = 1. Let I € IN. We consider a uniform mesh on the interval [0, 1] as

xi=({i-1Dh i=1,..., h=1/(I—1),

Up = Up(t) = (Uy(t),..., Ur(t))" are the values of the numerical approximation at the nodes x; at time
t of the solution of (1.1)-(1.3). By the finite difference method we obtain the following system of ODEs
whose solution is Uy:

ul(t) =8%Uy(t), i=2,...,1—1, t € (0,Tn), (1.4)
uf(n = suy - 28T e oy, (15)
Uj(t) = 82Uy (t) + W te (0,Tn), (1.6)
Ui(0)=¢; >0, i=1,...,1, (1.7)

where 0 < i <1, 1 <i<Tland

52U (1) = Ui _q(t) —2Uhiz(t) + Ui yq(t)

_2Up(t) —2U4 (t)
- =

,2<i<I-1,t>0,

~ 2Upq(t) —2Ug(t)
_ .

52U4 () ,t>0, 5%Ur(t) ,t>0.

We say that the solution of (1.4)-(1.7) quenches in a finite time Ty, if

lim [[Up(1)e = 1.
tngth h(t)]

Ty is called the semidiscrete quenching time of (1.4)-(1.7).

For study on numerical approximations of heat equation with non-linear boundary conditions we refer
to [1, 5, 10-13, 16]. Nabongo et al. in [12] were interested in the numerical study using a semidiscrete
form of

ue(x,t) = uxx(x,t), x€(0,1), te(0,T),
Uy (0,1) =0, ux(L,t) =—u(1,t)" P, t e (0,T), u(x,0) =up(x), x €[0,1],

where 3 > 0. They showed that some conditions under which the positive solution of the numerical
approximation for this heat equation quenches in a finite time, they also established the convergence of
the semidiscrete quenching time and obtained some results on numerical quenching rate and set.

Inspired by [4, 5, 12], we give some conditions under which any positive solution of semidiscrete
scheme of (1.1)-(1.3) quenches in a finite time. We also show that the semidiscrete quenching time con-
verges to the theoretical one when the mesh size goes to zero. The rest of the paper is organized as
follows : in the next section, we give some properties concerning our semidiscrete scheme. In Section 3,
under some conditions, we prove that the solution of the semidiscrete scheme of (1.1)-(1.3) quenches in a
finite time, we give a result on numerical quenching rate. In Section 4, we show that the quenching time
converges to the theoretical one when the mesh size goes to zero. Finally, in the last section, we give some
numerical results to illustrate our analysis.
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2. Properties of the semidiscrete scheme

In this section, we give some auxiliary results for the problem (1.4)-(1.7).

Definition 2.1. A function Vi, € C1((0, Tn), R!) is a lower solution of (1.4)-(1.7) if

V{(t) =& Vi(t) <0, i=2,...,1-1, t€ (0, Tp),
2(1-vi(t)P
h

Vi) -8y - 20

Vi(0) <Ui(0), i=1,....1,

V],(t) - 62\/1 (t) + < O/ te (OI Th),

< 0/ te (O/Th.)r

where Uy, = (Uy,...,Up)T is solution of (1.4)-(1.7). On the other hand, we say that V}, € Cl((0,T),RY) is
an upper solution of (1.4)-(1.7) if these inequalities are reversed.

Lemma 2.2. Let by, € CO([0, Tw), RY) and let Vi, € C1([0, Tw), RY) such that

dVi(t)
dt

—&Vi(t) +bi()Vi(t) >0, 1<i<L t€(0,Th), Vi(0) >0, 1<i<L
Then we have Vi(t) > 0,1 <1<, te (0, Th).
Proof. Let us define the vector Z,(t) = Vi, (t)eM with A a real. We have

Z{(t) — 82Z;(t) + (bi(t) —A) Zi (1)
Z;(0)

L i=1,...,1, te(0,Ty), 2.1)

0
0, i=1,...,L (2.2)

VoWV

Denote m = miny¢icr, tepo,7,) Zi(t), where Top € (0, Ty). Since for i € {1,...,I}, Z;(t) is a continuous
function on the compact [0, To], there exists ip € {1,...,I} such that m = Z;,(t;,). Assume m < 0. Taking A
such that b;,(ti,) —A > 0. If t;, = 0, then Z;,(0) < 0, which contradicts (2.2), hence t;, > 0.

It is not hard to see that

(s ) — 7 (s —k
Z{o (tio) = lim ZIO (tlo) Zlo (tlo )

<0,
k—0 k =

moreover by a straightforward computation we get
Zi/,o (tio) - 62210 (tio) + (big (tio) - A)Zio (tig) < 0/
but these inequalities contradict (2.1) and the proof is complete. O

Another form of the maximum principle for semidiscrete equations is the following comparison
lemma.

Lemma 2.3. Let Wy, Vi, € CL((0, Ty,), RY) such that for t € (0, Ty,), we have
W (t) — 82W;(t

WL (t) — 8*Wy (1) + g(Wi (t

WL (t) — 82Wi(t) + f(Wi(t

—
/
=
—
-
|
o
N
=
-+
—
o
|
N
~

< L, 11,

u\,
O — —
s < =<
—3
—+

o

NN N

(0) <Vi(0), i=1,...,L

Then we have
Wh(t) < Vr(t), Vt e (0, Ty).
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Proof. Let us define the vector Zy, (t) = Vi (t) — Wy (t) with A a real. We have

ZI(t) —8%Zi(t) >0, i=2,...,1—-1, t € (0, Tpn), (2.3)

Z{(t) = 8°Z1(t) + ¢’ (C(t))Z1(t) > 0, t € (0, Tn), (2.4)
Z{_1(t) = 8°Z11(t) — f'(E(1))Z1(t) = 0, t € (0, Tn), (2.5)
Zi(0)=0, i=1,...,1, (2.6)

where ((t) and &(t) lie, respectively, between V;(t) and W;(t), and between Vi(t) and Wi(t). We can
rewrite (2.3)-(2.6) as
Z{(t) - 6221(1',) + bl(t)zl(t) 2 Or i= 11 ey I/ te (O/Th)/

where by (t) = g’({(t)), br(t) = —f'(&(t)) and bi(t) =0, i=2,...,I—1,Vt € (0, Ty). According to lemma
2.2, Zn(t) > 0, Vt € (0, Ty) and the proof is complete. O

The results of the next lemma are analogue to those of continuous problem.

Lemma 2.4. Let Uy, € C1((0,Ty), RY) be solution of (1.4)-(1.7) with a nonnegative initial data @y, such that oy,
is a lower solution and @41 > @i, fori=1,...,1—1. Then we have

(1) ul(t) 2 Oﬂnd ul(t) 2 i, 1= 1/---111 te (O/Th)/
(11) uiJrl(t) > ul(t)/ i= 1/-"11_1/ te (OITh)/

U (t
(ﬁ)dg()>a i=1,...,1 te(0,Tn)

t
Proof.

(i) Since @y, is a lower solution of (1.4)-(1.7), we have

ui(t)ZquZO, for iZl,...,I,tE(O,T}L),

by Lemma 2.3.

(ii) Let tg be the first t > 0, such that Ki(t) = Ui 4(t) —Ui(t) > 0, for 1 < i < I—1, but Ky, (tg) =
Uj,41(to) — Uy, (to) = 0 for a certain ip € {1,...,I —1}. Without lost of generality, we can suppose that iy is
the smallest integer which satisfies the above equality. We have

dK"Lo (tO) _ hm Kio (tO) - Kig (tO - e) g 0,
dt e—0 €
Kiy+1(to) — 2K, (to) + Ki,—1(to)

>0, if2<ip<I-2

hz
Kip+1(to) = 3Ky, (to)h* >0, ifig =1,

—3Kj, (t Ki,—1(t
3 10( O)+ 10 1( O)>O, Ifi[):I—].,

h2
which imply that
dK;O,EtO) ~ Kig+1(to) —2K;(;2(to) + Kiy—1(to) <0, f2<ig<I 2,
dK;OJEtO) B Kio+1(t0)h; 3Ki,(to)  2(1— u}iLO(t))p <0, ifig=1,
dK:;,EtO) _ —3K10(t0)}j; Kip—1(to) 2(1— ui;:rl(t))q <0, ifig=1_1,

but these inequalities contradict (1.4)-(1.6) and we obtain the desired result.
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(iii) Denote Z;i(t) = Ui(t+¢)—Ui(t), i=1,...,1, using (i) we obtain Z;(0) > 0.
A straightforward calculation yields

dZi(t)  Zia(t) —2Zi(t) +Zi+1(t), 2<i<I—1, te (0T,

dt h2
dZy(t)  2Z5(t) —2Zy(t) 2p(1—m(t) P 'Zi(t)

dt — hz - h 7 t S (O/Th)/
AZi(t) _ 2Z1(t) —2Zy(t) | 2q(1—E(O) 40 o1

dt h2 h

where n(t) and &(t) lie, respectively, between U;(t + ¢) and U;(t) and between U;(t + ¢) and U;(t). We
obtain the below inequality by the same manner as Lemma 2.3

Zi(t) >0, i=1,...,Lvte (0, Ty).

This fact implies the desired result. O

3. Quenching and quenching rate

In this section, under some assumptions, we show that the solution Uy, of (1.4)-(1.7) quenches in a finite
time and estimate its semidiscrete quenching time. Moreover we determine the numerical quenching rate
and quenching set of the solution.

Theorem 3.1. Let Uy, (t) be the solution of (1.4)-(1.7) such that the initial data @y, is a lower solution, assumption
q = p > 0. Then there exists a positive constant y such that Uy, quenches in a finite time Ty and we have the
following estimate
(1 — H(PhHoo)qul

vl@+1)

Proof. Let (0, Ty,) be the maximal time interval on which 0 < Un(t) < 1. Our aim is to show that Ty, is
finite and satisfies the above inequality. Introduce the function Ji(t) such that

Th <

Ji(t) = dudlt(t) —vy(1-U;t) 9,i=1...,L

A straightforward calculation gives

dl&iﬂ — () + 2%)(1 ~ W (1) P () = 2%(q —p) (1= Uy (1)) P9ty (57U (1)) 29" (wa (1)),
Y g2y, 00) — 290 - 1y 0) =i 0) = (5 Un ()9 (B1(1)),
d{;([t) — 85 (t) = y(6T U (1))?g” (i (1) + (8 Uy (t)?g” (6:(1)) i=2,...,1—1,

with ¢”(x) = q(q+1)(1 —x)"972, 67U; = %, > Uy = %, where 0; and p; lie, respectively,
between U; and U;, 1, and between U; and U;_;. It is not hard to see that

dI(ll’Et) S0+ - Uy ()P () > 0,
dlﬁit) S0 — 22— Ur() () >0,

dJi(t)

i —8Jy(t) >0,i=2,...,I—1.
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Moreover, using the fact that ¢y is a lower solution, we obtain ] (0) > 0. We deduce from Lemma 2.2
that Ji(t) >0,i=1,...,I. As a consequence we get

(1—Uq(t)9dU;(t) > yadt. (3.1)
Integrating (3.1) from 0 to t we obtain
A—Ui() "' < (1= —y(q+Dt, i=1,...,L

Denote ||@nhl|cc = @i, and |[Un (t)|lcc = Uy, (t) for a certain ip € {1,...,I}. Which means that ||[Un(To)||cc =1
(1—[lonlleo)¥*!
v(g+1)

for some Ty = . Thus Uy, quenches in finite time Ty, < To. O

Theorem 3.2. Under the assumptions of Theorem 3.1 and Lemma 2.4, the solution Uy, of (1.4)-(1.7) quenches in a
finite time Ty, and

1—[Un ()]l ~ (Th — )7 for t € (0, Tn).

Proof. From Theorem 3.1 Uy quenches in a finite time Ty. Integrating the above inequalities (3.1) over
(t, Tr,) we obtain
_ (- Uy()e*!

Th—t< , 1=1,...,], 3.2
" via+1) 2

which implies that
[Un(t)]|oo < 1—Ca(Ty —t)/ (a4,

where C, = (y(q+1))1/(4+D), From Lemma 2.4, U; < Ui 1, for 1 < i < I—1, hence ||[Up(t)]|o = Us(t),
for t € (0, Tw,). It follows from (1.6) that

dUy(t)
dt

< SO-w)y,

which implies that (1 — Uy (t))9dU;(t) < %dt. Thus we have

1—Cy (T — )19 | UR (1) ||so, Where C; = (

and we have the desired result. O
Theorem 3.3. If lim¢_,7, Ug(t) =1, then U (t) blows up.

Proof. Suppose Uj (t) is bounded. Then, there exists a positive constant M such that U/ (t) < M. We have

h2M.

D> MUm <)y

i=2 j=i i=2

1 I I
=1

From (1.4)-(1.6) and lemma 2.4 we get

Hll(t))q < %4— #—i—ul(t) —U1(t)-

As t — T, , the left-hand side tends to infinity while the right-side is finite. This contradiction shows that
Uy (t) blows up. O
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4. Convergence of the semidiscrete quenching time

In this section, we study the convergence of the semidiscrete quenching time. Now we will show that
for each fixed time interval [0, T], where u is defined, the solution Uy, of (1.4)-(1.7) approximates u when
the mesh parameter h goes to zero. We denote

Un(t) = (i, 1) uwlxi, 1) and [[Un(t)]oo = max [Us(b)L

Theorem 4.1. Assume that the problem (1.1)-(1.3) has a solution w € C** ([0,1] x [0, T*]) and the initial condition
@n at (1.7) verifies
[on —un(0)[lc =0(1), h—0. (4.1)

Then, for h small enough, the semidiscrete problem (1.4)-(1.7) has a unique solution Uy € C' ([0, T*],R) such
that

max |[Up(t) — un(t)]le = O(|@n — un(0)]oo +h?), as h — 0.
te[0,T*]

Proof. Let o > 0 be such that
lullo <o, t€[0, T

Then the problem (1.4)-(1.7), for each h, has a unique solution Uy, € C! ([0, T, RI). Let t(h) < T* be the
greatest value of t > 0 such that

[Un (t) = un(t)]leo < 1. (4.2)
The relation (4.1) implies t(h) > 0 for h small enough. Using the triangle inequality, we obtain
U (B)floo < Un(t) = wn(t)]loo + [l t)loo, for t € (0,t(h)),

which implies that
lUh(t)|loo < 140, for te (0,t(h)).

Let en(t) = Up(t) —up(t), Vt € [0, T*] be the discretization error and let W € C*!([0,1],[0, T*]) be
such that W(x,t) = (H(ph —Uun(0)]|oo + Mhz) eMADVMHIX y(x 1) ¢ [0,1] x [0, T*], with M a positive
constant. We can prove by Lemma 2.3 that

lei(t)] < W(xi,1), 1 <i< I, for te (0,t(h)).
We deduce that
[Un(8) = (®)oe < (lon —un(0)]loo + MnZ) e MM for ¢ & (0,t().
Suppose that T* > t(h) from (4.2), we obtain
1= [[Un(t(h) —un(t(h)]eo < (|[@n —un(0)]oo + Mh?) o (MA1) t-V/MFT

Since the term on the right hand side of the above inequality goes to zero as h tends to zero, we deduce
that, 1 < 0, which is impossible. Hence we have t(h) = T*, and the proof is complete. O

Theorem 4.2. Suppose that the solution w of (1.1)-(1.3) quenches in a finite time T such that w € C*1([0,1] x [0, T))
and the initial condition at (1.7) satisfies

lon —un(0)|lo = 0(1), h—0.
Then the solution Uy, of (1.4)-(1.7) quenches in a finite time Ty, and we have

li =T.
A T
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Proof. Set ¢ > 0. There exists 1 > 0 such that

(1—y)d*tt e
<5, 0<y <. 4.3

Since u(x,t) quenches in a finite time T, there exists a time Tp < T such that [Tp—T| < 5 and 0 <

lu(x, t)]eo < % for t € [Ty, T). Setting Ty = TO;T, it is not hard to see that ||u(x,t)|c < 1 for t € [0, Tq].
From Theorem 4.1, we have ||[Up(T;) —un(T1)|| < 3. Applying the triangle inequality, we get

U (T)loo < [Un(T1) —un(T1) oo + [un(T1) oo < 7.

From Theorem 3.1, U}, quenches in a finite time Ty,. We deduce from (3.2) and (4.3) that

(1= Up(T)le)9™ e
T T <[Th =Tl +T =T < f<e O
Th =TI <[Th — T+ T =T Va1 +2 €

5. Numerical experiments

In this section, we present some numerical approximations to the quenching time of (1.4)-(1.7), the
initial data ¢, such

xpr > (1—01)" P, (5.1)
where o« > 0. We use the following explicit scheme

ugT‘LJhl) . ufn] u(n) o 2u1('n) + ufn)

i+1 —1 .
1 Ate - h? oo2sisiel
(n+1) (n) (n) (n)
ul —Lll _ 2u2 —2u1 _ z (1 —U(n)>7p
Atle h? h ! ’
utt ot o w2 (1-up)
Atlre B h2 h ! ’
(0)

ui — (Pi/ 1 < 1 < I/
2
where n > 0, At{;® = min {h

X h2||U}(1n) 155 } We also consider the implicit scheme

(n+1) (n) (n+1) (n+1) (n+1)
U —U; :ui+1 —2U; +U; C2<i<I—1,

At] h?
(n+1) (m) (n+1) (n+1)
W -wt 2uy -2y 2 (1 —u(“))ip
Al h? h 1 ’
(n+1) (m) (n+1) (n+1)
UI — UI _ 2u171 — 2UI n g (1 B u(n)>*q
AtD h? h ! ’

0 .
U£)=<Pi, 1<i<],

where n > 0, At]y = hZHU](mn) (S
Let us notice that (5.1) and the restriction on the time step guarantee the positivity of the discrete
solution. We need the following definition.

Definition 5.1. We say that the discrete solution Uiln) of the explicit scheme or the implicit scheme
quenches in a finite time if lim,_, ||U§Ln)||Oo = 1 and the series y >, Atl* converges. The quantity

th = Z-“;()l At{1 is called the numerical quenching time of the solution Ugl) and Ty, = Y 1% Atl is called
the numerical quenching time of the solution Uy,.
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In Tables 1, 2, 3, and 4, in rows, we present the numerical quenching times, the numbers of iterations
and the orders of the approximations corresponding to meshes of 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024. We
take for the numerical quenching time Ty, = Y % At' which is computed at the first time when At} =
ItRJrl —thl < 1071, The order(s) of the method is computed from

s — 108((Tan — Ton)/(Ton — Th))

log(2) , where h=1/(1—1).

For the numerical values, we take ¢; = V1.5 — cos(mizl)h) fori=1,...,1

Table 1: Numerical quenching times obtained with the Table 2: Numerical quenching times obtained with the
explicit Euler method for q = 0.5, p = 0.5. implicit Euler method for q = 0.5, p = 0.5.
I Th n S I Th n S
16 | 0.04139596 | 236 - 16 | 0.04221929 | 237 -
32 | 0.03955588 | 679 - 32 | 0.03975759 | 680 -
64 | 0.03900581 | 2164 | 1.74 64 | 0.03905612 | 2163 | 1.81
128 | 0.03884205 | 7556 | 1.75 128 | 0.03885465 | 7558 | 1.80
256 | 0.03879396 | 28153 | 1.77 256 | 0.03879711 | 28155 | 1.81
512 | 0.03878005 | 108750 | 1.79 512 | 0.03878084 | 108753 | 1.82
1024 | 0.03877610 | 427914 | 1.82 1024 | 0.03877629 | 427917 | 1.84
Table 3: Numerical quenching times, obtained with the Table 4: Numerical quenching times obtained with the
explicit Euler method for q =1, p = 0.5. implicit Euler method for q =1, p = 0.5.
I Th n s I Th n S
16 | 0.00972448 129 - 16 | 0.01036564 129 -
32 | 0.00813955 | 310 - 32 | 0.00830903 | 311 -
64 | 0.00763971 816 1.66 64 | 0.00768367 | 818 1.72
128 | 0.00748449 | 2434 | 1.69 128 | 0.00749576 | 2436 | 1.73
256 | 0.00743743 | 8155 | 1.72 256 | 0.00744028 | 8158 | 1.76
512 | 0.00742349 | 29675 | 1.76 512 | 0.00742421 | 29678 | 1.79
1024 | 0.00741945 | 113290 | 1.79 1024 | 0.00741963 | 113293 | 1.81
: £
Figure 1: Evolution of the numerical solution Uy, for I = Figure 2: Evolution of U}, for I = 64, ¢ = 1 and p = 0.5.

64, g=1and p =0.5.

Remark 5.2. The various tables of our numerical results show that there is a relationship between the
quenching time and the flows on the boundaries. If we consider the problem (1.4)-(1.7) in the case where
the initial data ¢(x) = V1.5 — Cos(%) and q = 0.5, we observe from Tables 1 and 2 that the numerical
quenching time is approximately equal to 0.038. When q = 1, we observe from Tables 3 and 4 that the
numerical blow-up time is approximately equal to 0.0074. Thus we can said that when rise q we have an
acceleration of quench of the solution. Also, from the tables we observe the convergence of blow-up time
Th of the solution of (1.4)-(1.7), since the rate of convergence is near 2. This result does not surprise us

because of the result established in the previous section.
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Abstract

In this paper, we study the blow-up behavior of semidiscretizations of
the blow-up for heat equations coupled with nonlinear boundary
conditions. We obtain some conditions under which the positive
solution of the semidiscrete equations blows up in a finite time and
estimates its semidiscrete blow-up time. We also establish the
convergence blow-up time when the mesh parameter goes to zero.

Finally we give some numerical results to illustrate our analysis.
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1. Introduction
In this paper we study the behavior of semidiscrete approximations of the
heat equations coupled via nonlinear boundary fluxes.
Up = Uy, Vi =V, (x,2)€(0,1)x(0,7),
~u,.(0, ) =u"(0, 1) +vP(0,¢), —v,(0,¢)=u?(0,¢)+v"(0,2),t€(0,T),
u (L t)=u" (1, ) +vP(1, 1), vo(LLt)=ud(1,)+v"(1,¢),t (0, T), @

u(x, 0) = up(x), v(x, 0) = vo(x), x e€[0,1],

where m,n>20, p,q>0, uy and vy are positive smooth functions

satisfying the compatibility conditions

—up(0) = ug (0) +v5 (0), = vp(0) = ud(0) + v5(0),

up(1) = ug' (1) +vg' (1), vo(1) = ug (1) + v5 (1).

Here [0, 7) is the maximum time interval on which the solution (u, v) of (1)

exists. The time 7 may be finite or infinite. When 7 is infinite, we affirm that

the solution (u, v) exists globally. When T is finite, the solution (u, v)

develops a singularity in a finite time. Namely, we have

tim||u(, )|, + [ v(, )], = +oo.
t—>T

In this previous case, we affirm that the solution (u, v) blows up in a

finite time and this time is called the blow-up time of the solution (u, v).

Phenomena of blow-up for the heat equations coupled has been the
subject of investigations of many authors (see [1, 3, 4, 6, 9, 10, 12] and the
references cited therein). For our problem, there exist solutions (u, v) that
blow up in finite time 7, if and only if max{m, n, pq} > 1, see [9]. It is
proved that, if m<g+1 and n < p+1, then blow-up must be

simultaneous, and that, non-simultaneous blow-up occurs for some initial
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data if and only if m > ¢g+1 or n> p+1. They find three regions: (i)
g+l<m<p/(p+1-n) and n<p+1, (i) p+l<n<gq/(g+1-m)
and m < g +1, (iii) m > g+ 1 and n > p + 1, where both simultaneous and

non-simultaneous blow-up are possible. In this paper, we investigate in the
numerical study using a semidiscrete form of (1). For that, we consider a

uniform mesh on the interval [0, 1]
x; =(-Oh, i=1.,1, h=1/(1-1),

T T
Up(t) = (Uy(2), ... U (1)), Vy(t) = (), ..., V;(¢))", where U;(t) and
V;(¢) are the values of the numerical approximation of u and v at the nodes
x; at time #. We also denote ¢ ; and ¢, ;, respectively, the values of the
numerical approximation of u; and v, at the nodes x;. By the finite

difference method we obtain the following system of ODEs whose solution is
(Uh > Vh ) :

U(t) = 82U (1) + bU () + VP (1), i=1,.. L 1€(0,Ty), (2

Vit) = 8%V (6) + bUL(e) + V(1)) i=1L . Lt (0, T), 3)
Ui(0)=0;, Vi(0)=0y;, i=1..1, 4
where

0<Q, 0<@p i=1.1,

Ui () = 2U,;(t) + Uiy (t)
2

82U, (1) = , 2<i<I-1, te(0,Ty),

ZUz(Z) - 2U1(f)
hz

2U;_4() = 2U,(2)

52U, (1) = , 82U (1) = 12

, t e (O, Th),

blzg,b] :%’ andbizO,i=2,...,I—l.
h h
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We say that the solution of (2)-(4) blows up in a finite time 7, if

lim || U (1) | + [ V() [, = .
t—>Ty,

Tj, is called the semidiscrete blow-up time of (2)-(4). We show that our

semidiscrete scheme reproduces well the conditions for the blow-up of
system (2)-(4) and the semidiscrete blow-up time converges to the theoretical
one when the mesh size goes to zero. For previous work on numerical
approximations of blowing up solutions we refer to ([1, 2, 5, 11, 14] and the
references cited therein). The rest of the paper is organized as follows: in the
next section, we give some properties concerning our semidiscrete scheme
(2)-(4). In Section 3, under some conditions, we prove that the solution of
(2)-(4) blows up in a finite time and this blow-up time converges to the
theoretical one when the mesh size goes to zero. Finally, in the last section,

we give some numerical results to illustrate our analysis.
2. Properties of the Semidiscrete Scheme

In this section, by the methods similar to that of [5, 11, 14], we give

some auxiliary results for the problem (2)-(4) without proof.

Definition 1. We say that (Uy, V) € (C'((0, T;,), R))? is a lower
solution of (2)-(4) if

U(t) < 82U (6) + b, (U () + VP (), i=1,..,1,¢>0,
Vi) < 82V (e) + b(UL () + V' (1)), i=1, .. 1,1 >0,
Ui(0) <o Vi(0) <@y i=1,., 1,

where (Uj, V},) is solution of (2)-(4). On the other hand, we say that

U, V) € (C(0, T},), RT))? is an upper solution of (2)-(4) if these

inequalities are reversed.
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Lemma 2 (Discrete maximum principle). Let
ens chs aps By € (CO([0, 7), RT))
and
Uy, Vy € C'([0, Ty), RY)
such that
Ui(t) = 82U;(t) — e, ()U(6) - c;(0)Vi(£) 2 0, i=1,..,1,te(0,Tp),
Fe) = 50400 = o4OV = BOVi(0) 2 0, i =1, 11 < (0, Ty),
U;(0)>0,7,(0)>0, i=1,..,1.
Then we have
Ui(t)>0, Vi(t)=0, i=1,.,1, te(0,Tp).

Lemma 3 (Comparison lemma). Let (U, V;,) and (Uy, V},) be lower

and upper solutions of (2)-(4) respectively such that (Uj(0), V4(0)) <
(U1(0), ¥,(0)). Then
Un(0), V() < (U(2), V4 (0)).

Lemma 4. Let (U, V;,) € (CY((0, T},), R)))? be solution of (2)-(4) with

a non-negative initial data ((pl, n» ©2.) lower solution such that

((Pl,i+1= (Pz,i+1) > ((Pl,ia (pz,l-), fori=1,..,1—1. Then we have
) (Ui(0). Vi) 2 (01,15 92,4), i =1, [, 1 €(0, T);
(i) Ui1(1), Via (1) > (U;(0), Vi), i =1, .., T =1, £ €(0, T);
(i) (UI(0), Vi(0) > 0, i=1, .., 1, t (0, T;).

Now, we prove a uniform convergence result for the numerical
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scheme, we show that for each interval time [0, T], where u is defined,

the solution of the semidiscrete problem (2)-(4) approximates u, when

the mesh parameter /# goes to zero. In the following we denote uy(f) =
T
(u(xq, 1)y ooy u(xg, 1)) .

Theorem 5. Assume that the problem (1) has a solution
(. v) e (CH(0, 1] [0, 7°]))?
and the initial data (Qy,,, ¢, ;) at (2)-(4) verifies
| o1, —un(0) [, = o), [ 92,4 = v4(0) [, = o(1) 72— 0. (5)

Then, for h small enough, the semidiscrete problem (2)-(4) has a unique
solution (Uy, V) € (CY([0, T*], RY))? such that

max [U@) = up ()],

tel0, T
= O @15 = up(0) |, + 1 @24 = v4(0) [, + 4?), as b — 0,

max 130501,

tel0, T
= O o1, — 43 (0) |, + [ @2, = v4(0) |, + £°), as h — 0.
Proof. Let ¢ > 0 be such that
(el IvIe) <o 20, T7]. (6)

Then the problem (2)-(4) has for each A, a unique solution (U, V) €
(c!([0, T*], R1))%. Let #(h) < T* be the greatest value of ¢ > 0 such that

max{| Up(#) = up (@) |Lo» [Vi(6) = va(0) .} < 1. (7

The relation (5) implies #(#) > 0 for 4 small enough. Using the triangle

inequality, we obtain
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[UL(0)]l,, <1+ 0o and ||V(¢)|,, <1+ 0o for ¢ € (0, t(h)). (8)

Let (e ;, e3,;)(t) = (U; —u(x;), V; =v(x))(t), for i=1,..,1, te [0, %]
be the discretization error. Let (z, w) e (C*1([0, 1], [0, T*]))> be such that

2
206, 1) = (| o — up(0) |, +1 92,5 — v (0) ||, + hZ)e(M+4C )t+2Cx

and w =z, V(x, t) €0, 1]x[0, T"], with M, C positive constants such that
M > K and C > L. We can prove by Lemma 3 that

(eri(@) | [ e, i) ) < (z0xi, 1), Wiy, 1)), 1 < i < 1, for € (0, #(h)).
We deduce that
1U@) = up() ],
< @1, —up(0) [, +1 @2, = vy(0) [, + )l +4€7)2C,
[ V(@) = v (),
< (I o5 = un(0) |+ 92,1 = v4(0) |, + p2)eM+4C?)2C
for ¢ € (0, t(h)). Suppose that 7" > #(h) from (7), we obtain
L= Up(e(h)) = up (c(h)) ],
< (| @10 = un(0) | + [ 92,4 = v4(0) |, + hz)e(M+4C2)f+ZC‘

Since the term on the right hand side of the above inequality goes to zero as 4

tends to zero, we deduce that, 1 < 0, which is impossible. Hence we have

t(h) = T", and the proof is completed. O

3. Blow-up and Convergence of the Blow-up Time

Now, under some assumptions, we show that for each solution of (1)

with a nonnegative initial data, there exists a unique solution of the
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semidiscrete problem (2)-(4) which blows up in finite time and this time

converges to the real one when the mesh size goes to zero.
Theorem 6. Every positive solution (Uj,, V},) of (2)-(4) exists globally if

max{m, n, pq} < 1.
Proof. Let U, and V), such that
Ul(t) _ Kek1t+(i—1)hk2’ Z(t) _ Lellt-r(i—l)hlz’ i=1 .1,
where K, L, k;, 1; (j = 1, 2) are positive constants satisfying

K > max U;(0), L > max V;(0),
1<i<I

1<i<]
ki =lip 2 max{M, N}, k; = bp,

with

M= hiz(exp(hkz) 1+ h(K™ + IPY/K),

N = hiz(exp(hzz) 1+ h(KT + I)/L).

It is easy to check that (U}, V,) satisfies
U(t) > 82U;(¢) + ;U (&) + bV P (t), i =1, .., I, £ >0
Vie) > 82V (t) + UL (1) + bV (t), i =1, ..y I, £ > 0.

Together with U;(0) > U;(0), ¥,(0) > ¥;(0). Due to Lemma 3, we conclude
that (Uj,, V,) is a global super solution of (2)-(4). O

Theorem 7. Let (U, V),) be the solution of the semidiscrete problem
(2)-(4). If m > 1 or n > 1 and if there exists a real v > 0 such that

2 .
8@y ; + by + bi(Pii > y(bor'; + biwé’,l-), i=1.,1,te(0,7,) (9
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2 .
3%y + bi(Pf{,- +bo5 ;2 Y(bi%q,l- +b5;95 ;). i=1,..,1,t€(0,T,). (10)
Then the solution (U, V},) blows up in a finite time Tj,.

Proof. We only prove case where m > 1.

Introduce the functions J;, and I, such that
Tp(t) = Up(6) = (U )" + 4(0)7), 1 € (0, Ty),
Iy(t) = Vi (6) = /(U ()T + FR(0)"), (0, Ty).
A straightforward calculation gives
Ji(8) = 827:(0) = mb (U ()" (0) = phy (V)Y () 2 0,
i=1.,1,t€(0,T,)
1{(6) = 81(1) = gy (UAD) i) = nby (V)" 1:(0) 2 0,
i=1..,1te (0, Th)'

Thereby (J,(¢), 1,(¢)) > 0 by using Lemma 2 and our assumption on the

initial data.

Suppose max{m, n} = m, since Jj(¢) > 0, we have the next inequality

d|U
N 101 (i

Therefore Uj blows up in a finite time 7} and moreover, integrating (11)

|| PLn ||io_m
y(m —1)

Proceeding as before, we show that V}, blows up in a finite time 7}, if

from 0 to 7, we can show that 7}, <

n>1 and

1_
T, < || D2, h ”oon.
y(n —1)
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Moreover if, m, n > 1, then (U, V},) bows up in a finite time 7}, and

.{wmu&M|wlut?

T;, < min ,
Yim=1) — y(n-1)

Remark 8. Integrating the inequalities (11) over (z, T},), we get

1
m=1|U, @)

> y(Ty - 1)
and there exists a constant C,, | > 0 such that

|
[UR0) ] € Cpt(Tyy =) 1, t€(0,Tp)

for m > 1. Likewise, if n > 1, then there exists a constant C, | > 0 such

that

1
1Vh@)|, < Coa(Ty =) 1, £ €(0, Tp).

Inspired by [4], we show that (U, ¥},) blows up in a finite time 7},
when pg > 1.

Theorem 9. Suppose pq > 1. Then all non-negative solutions of (2)-(4)

blow up in a finite time.
Proof. Assume that ¢ > p, (@) 5, ¢2,5) is lower solution non-negative

of (2)-(4) such that (1 ;1. 92,;41) > (@1, @2,;) for i=1,..,71-1 By
Lemma 4, we can see that Uy, Uj, ¥}, and V}, are also non-negative and

Uit Vi) > (U, V7). Setting

/ 1
Z(t) = j OZhUl-(r)dr,
i=1

we note that since U, is monotonically increasing,
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L
20> [ 3 by dx = .
( ) 0; P, i 0

Moreover, it is not hard to see that

21 = 2OV, U000

+ 201" (t) + 2V () + 2U7' (1) + 2V (2).
Since U, is non-negative, we can see that

Z'() =2 U"()+ VP @)+ U () + VP (2)

2170 -(2) {2 w,(r)}
As V;1(t) 2 V,(¢) for i =1, ..., [ — 1, we have

20> ( ) (Z hV(r)J

We then define
I
AOEWIAG
i=1

Proceeding as before, we find that

W)= U9 (t)>( j [ZhU(t)]

Since ¢ > p, we have ¢ > 1. By integrating the above inequality from O to ¢

and making use of Jensen’s inequality, we observe

W(t)>( jI{ZhU(T)J dr>( j y U ZhU(T)er.
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Hence

7'(t) > (Ih)—p(lw)tp—quM(t)

Since Z'(¢) > 0, we may multiply this last inequality by Z'(¢) and integrate
by parts on the right to obtain

1
7(t) > (Miﬂl”’)jz[<p—pq)/z(z(t))<pq+1>/z. .
pq

As pq > 1, it can be deduced from (12) that Z and hence the solution, cannot
be global. O

We show that numerical blow up time converges to the theoretical one
when the mesh size goes to zero.

Theorem 10. Let (u, v) be a solution of (1) with blow-up time T such
that (u,v) e (C*1([0, 1]x[0, T)))? and the initial condition at (2)-(4)
satisfies

1U#(0) = uy (0) [, = o(1), [[V4(0) = v, (0)],, = o(1) & — 0.

Under the assumptions of Theorems 5, T and 9, the problem (2)-(4) admits a

unique solution (U, V},) which blows up in a finite time T}, and we have

, m<y (13)

Since u blows up in a finite time 7, there exists a time 7j € (T — %, T j

such that |u(., ¢)], > 2n for ¢ € [T}, T). Setting T} = To; r , it is not

hard to see that
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sup |lu(-, 1)],, < .
te[0, 7]

From Theorem 5, it follows that for 4 sufficiently small

sup || Uy(t) —up(2) ], <.
te[0, 7]

Applying the triangle inequality, we get
U] 2 A Un(R) = (1) | + () [ =

From Theorem 7, U, blows up in a finite time 7;. We deduce from

Remarks (8) and (13) that

1-m
Uu(T;
|Th—T|§|Th—T1|+|T1—T|SM+E£8.
y(m —1) 2

The case n > 1, pg > 1 are analogous. U

4. Simultaneous vs. Non-simultaneous Blow-up

In this section, we consider (U, V},) positive solution of (2)-(4) with A

fixed, and we give from sufficient conditions for the existence of

simultaneous and non-simultaneous blow-up.

Theorem 11. If Uj, blows up and V), remains bounded, then m > q + 1.

Proof. Since U, blows up and Vj, is bounded, there exist C > 0 and
ty € (0, Tj,) such that

Up(t) < CUL (1), t e (to, Tp)s
where £ is a blow-up node. It follows from above inequality with m > 1 that

1
Up(t) 2 K(Ty, —t) -1, t € (9, Tj,). From (3) we can get

_q
Vi(6) = C(Ty, = t) m-1, t<(0,Tp).
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T, _4q_ L
Thus V. (T3,) = C} + Cjoh(Th —t) m-1dt. We can see that this integral
diverges if m < ¢ + 1, which is a contradiction and the proof is completed. [J

Corollary 12. Simultaneous blow-up occurs for every initial data if

m<qg+1land n<p+1.

Theorem 13. If m > g + 1 and n < 1. There exists initial data such that

U, (t) blows up while V}(t) remains bounded.

Proof. Let (9 5, ¢ ) be, which satisfies (9)-(10) and ¢, ; > 1 for
i=1,.. I FromLemma4, V;(¢)>1 fori=1,.., 1 and ¢ € (0, T},). Since
m > 1, it follows from Theorem 7 and Remark 8 that (U, 7},) blows up in

1
finite time 7, and for i =1, ..., I, 1 € (0, T},), U;(¢t) < C(T}, —t) -1

Assume that ¥}, blows up at node k. There exist K, C > 0, #, € (0, T},)
such that

q
Vi(t) S C(Ty, — 1) a1 + KV (1), t € (1, Tp).

We then find that

m—q-1
Vi (t) < exp(In(V;(0)) + K;T m=1 + KT), t € (to, Ty), if n = 1,

m—q—1 1
V() < VE™0) + K3T ™=V + KyT)io,, t e (ty, Ty, if n < 1,

which is a contraction, and thus the proof is completed. O

We can see Remark 8 and the proof of Theorem 13. If m > 1 and U,

1
blow-up (n > 1and ¥}, blow-up), then |U,(2)|l,, ~ (T, =) mm (|V1(0)].,

!
~(Tj =) "n1)-
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5. Numerical Simulation

In this section, we present some numerical approximations to the blow-
up time of (2)-(4) for the initial data ¢ ; = (i —=1)h, ¢y ; = (i —1)h, for

i =1, ..., I, with different values of m, n, p and q. Here the numerical results

are given by the algorithm proposed by Hirota and Ozawa [8], we briefly
present this algorithm. Consider the system of ODEs (2)-(4). We consider the

variables ¢ and W;, as functions of the arc length s, where
W = (Ul, ceey U], Vl’ ceey V]), and W(O) = ((pl,I’ veey ([)1’[, ([)2’1, veey ([)2’[).

Since ds? = dt* + dW? + -+ dW3;, the variables #(s) and W,(s), satisfy

the system of differential equations

dt 1

ds B 21
1+ Zi:l fi

aw;

Ji i
ds [ 20 5
1+ Zizlfi

t(0) =0, W;(0)>0,i=1,..,2I

B

=1, .., 21 (14)

where 0 < 5 < 0, and

m ZVp
fi 2 2 0 0\(U, 200, 2
: : . h h
: 1 -2 1 e 0
= Lz 0o 0 +
h
: : 1 -2 1 0
fi 0 o 2 2u) |wr 2y

h h
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204 n
fa) (22 0 e oymy [ She
: . s h h

: S N | 0

= Lz 0o .0 + :

h

. : =2 1 0

for 0 o 2 2)\ry) |2 2w/

h h

It is well known [8] that

lim #(s) = Tj, and lim | W (s)|,, = .
§—>0 §—>0

For the numerical computation, let us define s =s; by s; = 216 9!
(/=0,1,..,12). For each value of I/, we apply DOP54 (DOP54 is
MATLAB version of the FORTRAN code DOPRIS see [7]) to system (14)
and we get a linearly convergent sequence to the blow-up time {tl(k )}ﬁ;l. We

also accelerate the sequence recursively by Aitken method’s:

(k) _ (k)\2
k1) _ 0 s =) _
13" = - [>2% k=012, ..
[+2 [+1 /

As in [5, 8], for our experiments we set RTOL = ATOL =1.d-15 and
ITOL = 0, where the parameters RTOL and ATOL are the tolerances of the

relative and absolute errors, respectively, and ITOL is used to choose the

manner in which the errors are controlled.
Tables and graphics: ¢, ; = (i —=1)h, ¢y ; = (= 1)h,i=1,.., L.

In the following tables, in rows, we present the numerical blow-up times
T,, the numbers of iterations N, orders of the approximations s
corresponding to meshes of 16, 32, 64, 128, 256, 512. Approximation orders

are calculated by

g = 108(Tan = 1)/ (Do = T)) - poe o L

log(2) I-1




Numerical Blow-up for Heat Equations ... 135

Table 1. Numerical blow-up times, number of iterations and order of the

approximations obtained for m =2, n =1/2, g =1/2, p =1

1 T; N s
16 0.21027899 5273 -
32 0.20497970 8650 -
64 0.20339696 15268 1.74
128 0.20293318 28208 1.77
256 0.20280022 54024 1.80
512 0.20276306 109572 1.84

approximations obtained for m =1/2,n =2,q =1, p =1/2

Table 2. Numerical blow-up times, number of iterations and order of the

1 Ty N s
16 0.21024818 5050 -
32 0.20494434 8220 -
64 0.20335741 14447 1.74
128 0.20289104 26650 1.77
256 0.20275665 51081 1.80
512 0.20271875 104829 1.83

approximations obtained for m =1/2, n =1/2, g =2, p =2

Table 3. Numerical blow-up times, number of iterations and order of the

I 1 N s
16 0.21200025 5357 -
32 0.20653590 8775 -
64 0.20490594 15477 1.75
128 0.20442713 28582 1.77
256 0.20428873 54725 1.79
512 0.20424935 111270 1.81
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Figure 1. Representation of the evolution of Uy, and V), for p =1, ¢ = 1/2,
m=2,n=1/2.
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Figure 2. Representation of the evolution of U, and V), for p =1/2, g =1,
m=1/2,n=2.
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Figure 3. Representation of the evolution of U;, and V}, for p =g =2,
m=1/2, n=1/2.

Remark 14. If we consider the problem (2)-(4) in the case where
the initial data of the problem (1) is uy(x) = x and vy(x) = x, from Figures

1-3, we observe respectively the blow-up of (U, V;,) when m >1,n > 1
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and pg > 1. From Tables 1-3, we observe the convergence of blow-up time

T}, of the solution of (2)-(4), since the rate of convergence is near 2. This

result does not surprise us because of the result established in the previous

section. Moreover we can see that of the Figure 1, U; blows up while V},

remains bounded when m > g +1 and n <1, of the Figure 2, U; remains

bounded while V}, blows up when n < p +1 and m <1 and of the Figure 3,

U;, and V}, blow up simultaneously when n < p +1 and m < g + 1. These

numerical results are in fact consistent with those of Li et al. [9].

(1]

(2]

[4]

[5]
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ABSTRACT. In this paper, we study a numerical approximation of the following problem ut = ugz, vt = Vgz,
0<xz<1 0<t<T;ug(0,t) =u""(0,t) +v P(0,1), vz(0,t) = u=2(0,t) + v~ "(0,¢) and uz(1,t) =
vz(1,t) = 0,0 < ¢ < T, where m, p, ¢ and n are parameters. We prove that the solution of a semidiscrete
form of above problem quenches in a finite time only at first node of the mesh. We show that the time
derivative of the solution blows up at quenching node. Some conditions under which the non-simultaneous
or simultaneous quenching occurs for the solution of the semidiscrete problem are obtained. We establish

the convergence of the quenching time. Finally, some numerical results to illustrate our analysis are given.

1. INTRODUCTION

In this paper, we study the behavior of a semidiscrete approximation of the following heat equations

involving nonlinear boundary flux conditions :
up(x,t) = uge(,t), ve(x,t) = Vg (2, ), (z,t) € (0,1) x (0,T), (1.1)
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ug(0,8) = u="(0,t) + v P(0,t), v.(0,t) =u~9(0,t) + v~ "(0,¢), t € (0,T), (1.2)
ug(1,t) =0, ve(1,t) =0, t e (0,7), (1.3)
u(x,0) = uo(x), v(x,0) = vo(z), x € [0,1], (1.4)

where m,n >0, p,q > 0, up and vy are positive smooth functions satisfying the compatibility conditions
up(0) = ug ™(0) + v, P(0), v4(0) = ug ?(0) + vy " (0), ug(1) = 0, vy(1) =0, and uf, vy > 0 and ug, vy < 0 on
(0,1].

Here [0,T) is the maximal time interval such that
vVt e [0,T), 1nfog21{u(z,t),v(x,t)} > 0.

We have

lim inf mi t t)}=0*.
lim_ in Oggl{u(x, ), v(z,t)}

The time T can be finite or infinite. If T is finite, then we say that the solution (u,v) quenches in a finite
time and T is called the quenching time of (u,v). If T is infinite, then we affirm that the solution (u,v)
quenches globally.

Nonlinear parabolic systems like (1.1)-(1.4) come from chemical reactions, heat transfer, etc, where u and
v represent the temperatures of two different materials during heat propagation. The quenching phenomenon
of parabolic problems has been the issue of intensive study (see for example [3,4,8-10] and the references
cited therein), particulary the study of heat equations system with nonlinear boundary conditions has been
the subject of investigation of several authors in recent years (see [6,7,14,15,17] and the references cited
therein). In [7] the authors study this problem, they prove that the solution (u,v) quenches in finite time T

and the quenching occurs only at the boundary x = 0 for 0 < wg,vg < 1. They show that

e if p < n+ 1, there exist initial data such that the non-simultaneous quenching occurs ;
o if g < "(ffiﬂl) andp>n+1(p< %:11) and ¢ > m + 1), the non-simultaneous quenching occurs
for any positive initial data ;

e if g > m+1, p > n+1, any quenching must be simultaneous and obtain of results on non-simultaneous

quenching rate.

Moreover, if quenching is simultaneous they found the quenching rate, which depends on the parameter in
the flux associated to the other component of the initial data.
To the best of our knowledge, no studies have been performed on the numerical approximation of equations

(1.1)-(1.4). In this paper, we investigate in the numerical study using a semidiscrete form of (1.1)-(1.4),
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especially in study of simultaneous and non-simultaneous quenching. For that, we consider a uniform mesh

on the interval [0, 1]
x;=0@—Dh,i=1,...,1, h=1/(I - 1),

Un(t) = (Ur(t), ..., Ur®)T, Vi(t) = (Vi(2),...,Vi(t))T, where U;(t) and V;(t) are the values of the numerical
approximation of v and v at the nodes z; at time ¢t. We also denote ¢;; and s ;, respectively, the values
of the numerical approximation of ug and vy at the nodes x;. By the finite difference method we obtain the

following system of ODEs whose the solution is (Up, V},) :

U/(t) = 6°U;(t) — b (U™ () + VP (1) i=1,...,1, t€(0,Ty), (1.5)
Vi(t) = 8°Vi(t) — b (U7 1(t) + V™ (1)), i=1,...,1, t€(0,Ty), (1.6)
UZ(O) = Y1, V;(O) = ©2,i, 1= 1,...,], (17)

where
0<<,01’7; <M, 0<4P2,i <N, i1=1,...,1,
Ui—1(t) = 2Ui(t) + Uit (?)

S2U;(t) = 3 ,2<i<I—1, te(0,Ty),
W () — 2U, (1) ;1 () — 2U; (1)
PULt) = =, Uil = =5 , t€(0,Ty),
blzg andbi:07 i:2,...,I.

h?

Here [0,T}) is the maximal time interval such that
Vt € [0,T3), inf lrgnilgl{Ul-(t), Vi(t)} > 0.

We have
lim inf min {U;(¢), Vi(t)} = 0%.

t—T,” 1<i<I
The time T}, can be finite or infinite. If T}, is finite, then we say that the solution (Uj,V},) quenches in a
finite time and T}, is called the semidiscrete quenching time of (Uy, V},). If T}, is infinite, then we affirm that
the solution (U, V) quenches globally.

We show that our semidiscrete scheme reproduces well the conditions for the quenching, quenching set
or simultaneous and non-simultaneous quenching of system (1.1)-(1.4). By following, it is also proved that
when quenching occurs, the semidiscrete quenching time converges to the theoretical one when the mesh
size goes to zero and we give a result on numerical non-simultaneous quenching rate. For previous work on
numerical approximations of heat equations with non-linear boundary conditions we refer to [1,2,5,11-13,16]

and the references cited therein. The rest of the paper is organized as follows : in the next section, we give
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some properties concerning our semidiscrete scheme. In Section 3, under some conditions, we prove that
the solution of the semidiscrete scheme (1.5)-(1.7) quenches in a finite time, we give a result on numerical
quenching set. We also show that the time derivative of the solution blows up at quenching node. In Section
4 a criterion to identify simultaneous and non-simultaneous quenching is proposed. In Section 5, we show
the convergence of the semidiscrete scheme and the convergence of the quenching times to the theoretical
one when the mesh size goes to zero. Finally, in the last section, we give some numerical results to illustrate
our analysis.

2. PROPERTIES OF THE SEMIDISCRETE SCHEME

In this section, we give some auxiliary results for the problem (1.5)-(1.7).

Definition 2.1. We say that (Up, V4) € (Cl([O,Th),RI))2 is a lower solution of (1.5)-(1.7) if

Z/(t) < 52Ul(t) - bl(ﬂim(t) +7iip(t))a i = 17 .. 'aIa te (OaTh)7
V'/(t) < 5 i(t) — bi(@_q(t) +J_n(t))7 i=1,...,1, t€(0,Th),

0<Ui(0) <14, 0<Vi(0) < a4, 1=1,...,1,

where (Up, V3,) is the solution of (1.5)-(1.7). On the other hand, we say that
(Un, Vi) € (Cl([O,Th),RI))2 is an upper solution of (1.5)-(1.7) if these inequalities are reversed.

The following lemma is a discrete form of the maximum principle.
Lemma 2.1. Let ey, cn, an, fBn € (C°([0,T),RY) and Uy, Vi, € C1([0,T}), RY) such that

Ul(t) — 2Ui(t) + es(OUi(t) + e () Vi(t) >0, i=1...,1, t€ (0,T}),
Vi (t) = 02Vi(t) + i (Ui (1) + Bi()Vi(t) > 0, i=1...,1, t € (0,Th),

U;(0) >0, Vi(0)>0, i=1...,I

Then we have

Uz(t)zoa ‘/Z(t)zov Z:]-aIate(OaTh)

Proof. Let Ty < Ty, and let (Z,(t), Wi(t)) = (eMUn(t),eMVy(t)) where X is a real. We find that
(Zn(t), Wp(t)) satisfies the following inequalities :

ZUt) — 82Z;(8) + (es(t) — NZi(t) + ci(OWi(t) =0,  i=1...,1, t€ (0,Th), (2.1)

W/ (t) — 82Wilt) + i () Zi(t) + (Bi(t) = NWi(t) >0, i =1...,1, t € (0,T},), (2.2)
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Z;(0) >0, W;(0)>0, i=1...1 (2.3)
Set m = min{ min Zi(t), min Wi(t)}. Since for ¢ € {0,...,I}, Z;(t) and W;(t) are
1<4<1,t€[0,Tp)] 1<i<1,t€[0,To]
continuous functions on a compact, we can assume that m = Z;, (t;,) for a certain ig € {0,...,I}
Assume m < 0.

Taking A negative such that

eio(tig) —A>0and Bio(tio) —A>0.

If t;, = 0, then Z;,(0) < 0, which contradicts (2.3), hence t;, # 0 ;
if 1 <ig < I, we have

—

Moreover by a straightforward computation we get

Zz(o (tio) - 52Zi0 (tio) + (e’io (tlo) - /\) Z’io (tio) + ¢ (tZU)Wlo (tlo) < 05

but these inequalities contradict (2.1) and the proof is completed.

O

Lemma 2.2. Let (Uy,V3) and (Up, Vi) be lower and upper solutions of (1.5)-(1.7) respectively such that,
(Un(0), Vi(0)) < (Uw(0), Vi(0)) then

(Un(t), Va(8)) < (Un(t), Va(2))-

Proof. Let us define (Zp,(t), Wi (t)) = (Un(t), Va(t)) — (Un(t), Va(t)). We obtain

ZI(t) — 62 Z;(t) — mbi (i (8) "™ 1 Z;(t) — pbs(vs(£)) P Wi(t) >0, i =1,...,1

W/ (t) — 6*Wi(t) — qbs (s (£)) "9 Zs(t) — nbi(vi(0)) "' Wi(t) >0, i =1,...,1

(2.6)
where 11;(t), v;(t) lie, respectively, between U;(t) and U;(t), and between V;(t) and V;(t), for i € {1,...,I}
We can rewrite (2.4)-(2.5) as

Zi(t) = 6°Zi(t) + ei(t) Zi(t) + c;(t)Wi(t) > 0, i

=1,...,1, te (O,Th),

W (t) — 2Wi(t) + a;(t) Zi(t) + B () Wi(t) > 0, i=

1,...,1, t€(0,T}),
where e;(t) = —mbi(ui(t)™™", c(t) = —pbi(ui(t)) P, ()

—qbi(pi(t))"971, and Bi(t) =
—nb;(v;(t))™"" Y i=1,...,1,¥t € (0,T}). According to Lemma 2.1, Z;(t) > 0, Wi(t) >0, fori=1,...,1,
vt € (0,T},) and the proof is completed.

O
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The next lemma gives the properties of the semidiscrete solution.

Lemma 2.3. Let (U, V) € (CH([0,Th), RI))2 be the solution of (1.5)-(1.7) with an initial data (1,1, P2.1)
upper solution such that 0 < ¢1; < @141 <M and 0 < @o,; < 2,41 < N fori=1,...,1 —1. Then we

have

(1) 0< Ul(t) < ©1,i <M and 0 < V;(t) < ©2.i <N, fO’f’ i=1,...,I, te [O,Th),'
(ii) (Uiz1(t), Vig1(t)) > (Ui(t), Vi(t), i=1,...,1—1, t€(0,Tp) ;
(i) (UL, VI(0) <0, i=1,....0, t € (0,Tn).

Proof. (1) Since (@1,n,%2,n) is an upper solution of (1.5)-(1.7), by the Lemma 2.1 and 2.2 we have
0<Ui(t) < Mand 0 < V,(t) < N, for i=1,...,1, t € [0,Tp).

(ii) We argue by contradiction. Assume, that to the first ¢ > 0, such that (K;, L;)(t) = (Uit1 — Ui, Vig1 —

Vi)(t) > 0, for 1 <i < T —1, but min{K;,(to), Li, (to)} = 0 for a certain iy € {1,...,] —1}. Assume

that K (to) = Usy+1(to) — Uiy (to) = 0. Without lost of generality, we can suppose that iy is the

smallest integer which satisfies the above equality. Therefore, by simple computation, (Kp, Ly)

verifies
K, (t) = —A'K,(t) + B'U, ™ (t) + B'V, P (¢),
Ly (t) = —A'L,(t) + B'U, “(t) + B'V, (1),
where
3. -1 0 0 2.0 0 0
-1 2 -1 0 0
1
A/:ﬁ 0 0 aB,:
-1 2 -1 0 0
0 0o -1 3 0 0 0

On the one hand

K, (to) — Kiy(to — €)

! =l <
K’Lo (t()) lg% B = 07
and, on the other hand
I
=i K(t) + Y, U (to) + bj, VE (tg) > 0.
j=1

Thus we have a contradiction, hence we obtain the desired result.
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(iii) Denote F;(t) = U;(t) — U;(t + ¢) and G;(t) = Vi(t) — Vi(t +¢), for i = 1,...,1, using (i) we obtain
F;(0) >0, G;(0) >0 fori=1,...,I. It is not hard to see that

Fi(t) = 0*Fy(t) +mbi(&(1) ™" Fi(t) + pbi(ns (1)) P71 Ga(t) > 0,
Gi(t) = 82Gi(t) + abi(&(t)) "7 EFy(t) + nbi(n:(t)) " Git) 2 0,

where &;(t), n;(t) lie, respectively, between U;(t+¢) and U;(t) and between V(¢ +¢) and V;(¢). From

Lemma 2.1 we get
F;(t)>0and G;(t) >0fori=1,...,I, t € (0,Ty).

This fact implies the desired result.

3. QUENCHING AND BLOW-UP

Let (Un, Vi) be the solution of (1.5)-(1.7) with 0 < 1, < M, 0 < ¢1; < N for i = 1,...,I. Inspired

by [4,7] we prove that (U, V) quenches in a finite time and (U}, V})) blows up at quenching node.

Theorem 3.1. The solution (U, V3) of (1.5)-(1.7) quenches in a finite time with the only quenching node
1 =1.

Proof. Integrating (1.5) in time we find
t
UL(t) — Us(0) = / §2U () + b (U™ (7) + VP (7))dr
0

summing up the above inequality we get

I 1 t
Z hU;(t) = ZhUi(O) n /0 U"l(T)h* Uilr) | Ba(r) - DO _owrm(ry + v P ().

From (1.5) we have

gUl(t) B gUl(o) _ /O U2(T) ; Ul(T) _ (Ul_m(T) + Vl_p(T))dT
Thus
I—1 I-1 t
gUl(t) + ; hU; (t) + gUl( ) = gUI(O) + ; hU;(0) + gUl( ) — /O Uy ™ (1) + Vy P(r)dr,
therefore
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Proceeding as before, we find that

I-1
h h
—Vi(t hV;(t)+ =Vi(t) K N — (M~9+ N~ ™),
Vi) 3O AViE) + GVA(0) < N - (74 N )
which yield a contradiction because Uy, and V}, are positive for all times. Then there exists 0 < T}, < oo such

that

lim min{U,(¢), V1(t)} = 07.

t—T—
To show i = 1 is the unique quenching node. In everything that follows i € {1,...,I — 1} and ¢ € (0,T},).
Set g(Ui(t)) = U; ™(t), f(Vi(t)) = V" (t), d(Us(t)) = U *(t), j(Vi(t)) = V7" (t), and

K2 K2 K2

2t = T OO0y ow, ) + 1) (3.1)
wi) = POV awn) + i) (32

where ¢;, 62¢; > 0,67 d; < 0,1 =0, 1 = 1, $:(g(Us(0))+f(V;(0))) < 67U;(0) and ¢;(d(U;(0))+5(V;(0))) <
5+ Vi (0).

By means of Taylor expansions we have

*(9ik(Ji(1)) = @ik’ (Ji(1))0%T;(t) + k(Ji(1)8%¢i + k' (Ji(t))5F b Ti(t) + K (Ji(t))d~ 60~ Ji(t)

IO ) 1,8

(rk(1(1)) = &1k (J1(£)8* T (t) + k(1 (£)5% 61 + 2K (J1(£))6 T $16T Ty (¢)

+i (K"(\i(t), i=2,...,]—1,

+o1 (5 1 (D)2 (o1 (1)).
If we use the fact that J;, §7J;(¢) and §2J;(t) are nonnegative and the hypothesis on ¢y, we arrive at
8 (Gik(Ji(t)) = @ik! (Ji(1))0%Ji(t), i =1,..., 1 — 1, (3.3)
By using (3.3) we can get
Zi(t) = 8°Zi(t) > % (9(Ui) + f(Vi) + bidhig'(U) (9(Us) + £ (Vi) + bishi f'(Us) (d(Us) + 5(V5)) -
The above inequalities implies that

Zi(t) — 62 Z(t) + big (Ui()) Zi(t) + bi ' (Vi(£))Wi(t) > bi[%(g(Ui(t)) + f(Vi(t)))

+ (U O)AUs (1) + 5(Vi(t)) + ' (Us () (9(Ui(t)) + f(Vi(t))]-
We obtain

Zi(t) — 6°Zi(t) + big' (Ui (1)) Zi(t) + bi f' (Vi (£))Wi(t) > 0,
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for the parameter h small enough. Thus we have

Z{(t) — 0°Zi(t) + big (Us(t)) Zi(t) + bi f' (Vi(£)) Wi (t) > 0,
W/ (t) = 6°Wi(t) + bid (U;(£)) Zi(t) + b’ (Vi(£))Wi(t) > 0,

Z;(0) > 0, W;(0) >0

Using the Lemma 2.1 we have Z;(t) > 0 and W;(¢t) >0, fori =1,...,1 —1 and ¢t € (0,7}). This implies
Uita(t) — Ui(t)

>
1 . . 1
thatf>¢z(( () + f(Vi _2< )forz:l,...,J,WltthJ:2,where
J€{2,...,I—1}. Thus by summing we obtain

G-Dh (1 1 (i—Dh ([ 1 1 ,
) > R — | > —_— — .
U;(t) > Uy + 5 g + e 5 A + o whenever ¢ > 1

The same happens for V},. |

Theorem 3.2. If lim Uy (t) =07 ( lim Vi(t) = 0+>, then Uy (t) blows up (V}(t) blows up).

t—=T," t—=T,"

Proof. Suppose Uj,(t) is bounded. Then, there exists a negative constant M such that Uj (t) > M. We have

I-1 4 I-1 4
D2 MU0 > > WM.
=1 j=1 =1 j=1
I-1 i -1
WM = > ih’M
i=1j=1 i=1
M kM
2 2
I-1 i -1 [ &
SN rU) = ZhQU’ (t) + R2UL(t) | + R2UL(t)
i=1 j=1 i=2 \j=2
From (1.5) we arrive at
I-1 4 h
> _RUG(H) = Un(t) = Ur(t) = (Vi 7(8) + UT™(0) + S UL (1)
=1 j=1

and Lemma 2.3 we arrive at

Ur(t) = Ui(t) — (Vi) P+ U (1)™™) > % + hM.

As t — T, , the left-hand side tends to infinity while the right-side is finite. This contradiction shows that
U} blows up. O
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4. SIMULTANEOUS VS. NON-SIMULTANEOUS QUENCHING

In this Section we consider (Up, V},) the solution of (1.5)-(1.7) with h fixed, and we give some sufficient

conditions for the existence of simultaneous and non-simultaneous quenching.
Theorem 4.1. If U;, quenches and V}, does not quench in (1.5)-(1.7) then ¢ < m + 1.
Proof. As Vj, does not quench, by (1.5) there exists ¢ > 0 such that

Ui(t) = —cUp (1),

integrating this inequality from ¢ to T}, we get

Ui(t) < C(Ty, — t)7=71, where C = ((m+ 1)e)/(" (4.1)
By using (4.1) and (1.6) , we obtain
VI(t) < 62Va(t) — bu (V7 (0) + C(T — )77 )

Thus V1 (T},) < C1 — C’foTh (T, — t)*%ﬁdt. We can see that this integral diverges if ¢ > m + 1, which is a

contradiction and the proof is completed. (Il
Corollary 4.1. Simultaneous quenching happens if ¢ > m+1, p > n+ 1.

Lemma 4.1. Let (U, Vi) be the solution of (1.5)-(1.7). Assume that Uy, quenches at time Ty, (V}, quenches
at time Ty, ) and

810 —bi (017" + 938) + e (pri +v37) <0, (4.2)
8225 — b (018 +037) +c (o1 +9a7) <O. (4.3)

Then there exists a positive constant C such that for t € (0,T},)

U1 (t)m+1 Vl (t)n+1
Cmy1) ~ ! (C(n+l> >Th_t>’

Ui(t) 2 C(T - )71 (Vi) = C(Th — )77 ). (4.4)
Proof. Set fori=1,...,1,te (0,T}),
Zy(t) = Uj(t) + c (U7 ™(t) + V7P (1)) and Wi(t) = V/(t) + ¢ (U; (1) + V7" (1)) -
A straightforward calculation gives
ZI(t) — 6% Z;(t) + oy () Zi(t) + Bi()Wy(t) <0, i=1,...,I, t € (0,Ty),
W/ (t) — Wi(t) + a; () Z;(t) + b;()Wi(t) <0, i=1,...,I, t € (0,Ty),

Z;(0)<0,  W;(0)<0, i=1,...,1.
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By virtue of Lemma 2.1
Z;i(t) <0, W;(t) <0, i=1,...,1, t € (0,Tp).

Thus we get

Uj(t) < —cU7™(t) and V;(t) < —cV,7™(t), i=1,...,1, t € (0,Ty). (4.5)
Assume that Up, quenches (V}, quenches), integrating (4.5) from ¢ to T}, we arrive at
which implies

Uy(t) > C(Ty, — t) 7 (Vl(t) > O(T), — t)#l) .
|

Theorem 4.2. If p < n+ 1, then there exist initial data such that Vy, quenches but Uy, doesn’t.

Proof. We argue by contradiction. Assuming that U, and V} quench simultaneously at time T} for any

initial data. We have
t Th 2 Ty Th
/ Ui(s) ds > Ui(s) ds = — Us(s) —Ui(s) ds — —
0 0 h% Jo h Jo

By using the Lemma 4.1, we obtain

2 20 [Tn

Th
Ul(t) ZU1(0)+ﬁ/ UQ(S)* Ul(s) dS*T (Th75)7#+(Th75)7m ds
0

0
As p < n+ 1 this integral is converged and
n+l—p

_1 ntl—p
U1(t> > () — OQTherl — CgTh nt s with Cl, Cg, C3>0.

By summation of (1.6) we observe that

h l h ! - / —q —n

—51@»—51@>—§;hm@>:= U 9(t) + V),
I—-1

—f{w—ffw—iymw>> U ?(0) + Vi ™(0)

integrate (4.6) from 0 to T}, we can obtain

Vi(0) (U79(0) + V7 ™(0)) ' > Th,

Ur™(s) + Vi "(s) ds

(4.6)

then if T}, is small enough (depending on Up(0) and V3 (0)), Uy (Th) > co > 0. We have a contradiction with

the hypothesis that U, quenches and the result is obtained as desired.

]
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Theorem 4.3. If ¢ < "(7:”7;11) andp>n+1 (p < %:11) and ¢ > m+ 1) then Uy, (Vi) quenches alone

under any positive initial data.

Proof. Assume that there exists initial data such that Up, and V}, quench simultaneously at time T},. Without

lost of generality, we can suppose that this initial data satisfies (4.2)-(4.3). According to (1.6)
Vi(t) = 0*Va(t) — b (U *(8) + Vi (1)),
VI(t) = =bi(U1(1) + Vi (1)),
Th
Vi(t) < bl/ Uy %(s) + Vi "(s) ds.
t

From Lemma 4.1 we know Uy (¢) > C(T) — t)m%“, Wi(t) > C(T, — t)n%rl, moreover q < MnL_;D . Hence there

exists C’ > 0 such that Vi (¢) < C'(T), — t)n%rl. Let us consider (1.5)

Ui(t) = 82Un(t) = b (U7 ™ (1) + Vi P(1)),

Ui(t) < 6°UL(t) — b Vi (1),

Ul(t) < 82Uy (t) — byC'~P(T), — t) "7t

Integrating both sides from 0 to T}, we obtain
Th »
_UL(0) < & —02/ (T — )~ 77 dt.
0

We can see that the integral diverges if p > n + 1, which is a contradiction. The result is obtained. O

Remark 4.1. Let (Up,Vy) be the solution of (1.5)-(1.7) such that the initial data satisfies (4.2)-(4.3).
We can see of the Lemma 4.1 and the proof of Theorem 4.3 that if Uy (Vi) quenches at time Ty, then
Ui(t) ~ (T, — t)% (V1 (t) ~ (Ty, — t)%) for t close enough to Ty,.

5. CONVERGENCE OF THE SEMIDISCRETE QUENCHING TIME

In this section, we study the convergence of the semidiscrete quenching time. Now we will show that for
each fixed time interval [0, 7] where (u,v) is defined, the solution (Uy,, V},) of (1.5)-(1.7) approximates (u,v)

when the mesh parameter h goes to zero. We denote

up(t) = (u(xq,t),. .. ,u(zI,t))T, vp(t) = (v(x1,t), ... ,v(z;,t))T,

U (Ol = max, 10O, |U(0)ns = min, U3 (1)

Theorem 5.1. Assume that the problem (1.1)-(1.4) has solution
(u,v) € (C**([0,1] x [0,T*]))2 and the initial data (¢1,n,p2,n) at (1.5)-(1.7) verifies

l1.n = un(0)lloc = 0(1), [[p2,n — v1(0)[lcc = o(1) h — 0. (5.1)
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Then, for h small enough, the semidiscrete problem (1.5)-(1.7) has a unique solution (Up,Vp) €
(ct ([O,T*],RI))2 such that

Lo Un(t) = un(t) oo = O(llp1,n — un(0)]loo + 02,1 — v1(0)[loo + h?), as h — 0,
e Vi () = on(®) oo = Ol1,n — un(0) oo + 02,1 — v3(0)[loo + h?), as h — 0.

Proof. Let o > 0 be such that
(lulloo, lvlloc) < o, t € 10,T7]. (5.2)

Then the problem (1.5)-(1.7) has for each k, a unique solution (U, V;,) € (C* ([O,T*]7RI))2. Let t(h) < T*

be the greatest value of ¢ > 0 such that

max{||Up (t) — un(t)|loo; [[Va(t) = vn(t)]loc} < 1. (5.3)

The relation (5.1) implies t(h) > 0 for h small enough. Using the triangle inequality, we obtain

NUR()]|oo <140 and, ||Va(t)|leo <1+ 0 for t € (0,t(h)). (5.4)

Let (e1,n, €2.4)(t) = (Up, —up, Vi — i) (1), Vt € [0, T*] be the discretization error. these error functions verify

6/171-('” = 526171‘(25) + mbi(ﬂi(t))fmflel,i(t) +pb¢(@i(t))7p71€27i(t) + O(hQ),

eh i (t) = 0%e2,i(t) + qbi(0:(t)) "7 Teri(t) + nbi(0i(t)) ™" ea,i(t) + O(R?),

where 0;(t) and ©;(t) lie, respectively, between U;(t) and u(z;,t), and between V;(¢) and v(z;,t), for i €
{1,...,I}. Using (5.2) and (5.4), there exist K and L positive constants such that
€l i(t) < 6%e1i(t) + biLleyi(t)] + b Llea(t)| + Kh?,

6’2’1-(15) S (526212'@) + bZL|€1’Z(t)| + b1L|€2’Z(t)‘ + Kh2

let (z,w) € (C**([0,1], 0, T*]))2 be such that
z(x,t) = (||<p17h —up(0)]oo + [l2,n — v1(0)|loc + QhQ) eM+2)t=(1-2)" and o = z, V(z,t) € [0,1] x [0,T7],

with M, @ positive constants. We can prove by the Lemma 2.2 that
le1,i(t)] < 2(wi,t), le2:(t)] < w(wi,t), 1 <i< I, forte (0,t(h)).
We deduce that
UL () = un(®lloo < (o1 = un(O)lloc + llo2,n — vn(0)lloc + Q%) M2,
Vi (8) = vn(®)lle < (lor,n = un(0)lloo + 92 — vn(0)lloc + Q%) M +2),
for t € (0,t(h)). Suppose that T* > t(h) from (5.3), we obtain

1= [[Un(t(h) = un(t(t)llso < (Iprh = un(0)lloc + ll02,n = vn(0) o + QRZ) eM+2),
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Since the term on the right hand side of the above inequality goes to zero as h tends to zero, we deduce that,

1 <0, which is impossible. Hence we have ¢(h) = T™*, and the proof is completed. O

Theorem 5.2. Let (u,v) € (C*([0,1] x [O,T)))2 be solution of (1.1)-(1.4) with quenches time T and the
ingtial data at (1.5)-(1.7) satisfies (4.2)-(4.3) and (5.1). Then the solution (Up,V3) of (1.5)-(1.7) quenches
in a finite time T}, and we have

lim T}, = 7.

h—0

Proof. From Theorem 3.1, (Up, V) quenches in a finite time Tj. Assume that U, quenches.

Set € > 0. There exists n > 0 such that

y1+m

C(im+1) =

0

IN

€
3 y<n. (5:5)
There exists a time Ty € (T — ;T) such that 0 < |u(x;,t)| < 2, for i = 1,...,1, t € [Ty, T). Setting
Ty = oL it s not hard to see that 0 < ||u(x;,t)|int, for ¢ € [0, T1]. From Theorem 5.1, it follows that for

h sufficiently small

n
1UR(t) = un()oc < 5
Applying the triangle inequality, we get
1UR(T1) ling < [[UR(T1) = un(T1)lloe + llun(T1)[lins < 0.

Since Uy, quenches, we can deduce from Lemma 4.1 and (5.5) that

U (T lif™ |, €
T, —T|<|T) — T T, —T| < ——m 1 — <g,
T N i+ 11 = Cim+1) +2_E
The case where V}, quenches is analogous. O

6. NUMERICAL EXPERIMENTS

In this section, we present some numerical approximations to the quenching time of (1.5)-(1.7) for the

4
initial data p1; = @2, =1+ i sin (%(z — 1)h) for i = 1,...,I — 1, with different values of m, n, p and q.

We also consider the implicit scheme below

yth) _ gk -m -p
S S ((Uf’“)) + (V) ) L 1<i<I,
Atk
VD 0 Y .
i = g2y () o+ (v L 1<i<I,
At’;; T 1 )
U =p1s, V9= 1<i<,

inf inf > inf inf

where k > 0, Ath = h2min { UL |7 1O IV IEE IVl .
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Definition 6.1. We say that the discrete solution (U}(Lk), Vh(k)) of the implicit scheme quenches in a finite
time if

N k k . ) _ i
klg{)lo 1nf{||U,(L )”inf, ||Vh( )Hinf} = 0 and the series >3 0 Atf converges. The quantity tf = E?:é At s
called the numerical quenching time of the solution (U,gk)7 Vh(k)) and Ty, = :;’OO Atﬁ is called the numerical

quenching time of the solution (Up, V3).

In Tables 1, 2 and 3, in rows, we present the numerical quenching times, the numbers of iterations and
the orders of the approximations corresponding to meshes of 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024. We take for
the numerical quenching time T}, = 2»203 Atﬁ which is computed at the first time when At’fb = \tﬁ“ — tﬁ\ <
10716, The order(s) of the method is computed from

— lOg((T4h,7T2h)/(T2h7Th)), where h = 1/(I — 1).

5 log(2)
TABLE 1. Numerical quenching TABLE 2. Numerical quenching
times obtained with the implicit times obtained with the explicit Eu-
Euler method for m = 0.5, p = 1, ler method for m = 1, p = 2.5,
q=2,n=0.5. q=0.5,n=1.
I T, k s I T, k s
16 | 0.15390794 | 34896 - 16 | 0.13630655 | 168 -
32 1 0.14878519 | 48454 - 32 1 0.13147195 | 484 -
64 | 0.14737661 | 66676 | 1.86 64 |0.13016571 | 1540 | 1.89
128 | 0.14699264 | 92814 | 1.87 128 | 0.12981187 | 5384 | 1.88
256 | 0.14688843 | 137205 | 1.88 256 | 0.12971578 | 20063 | 1.88
512 | 0.14686025 | 238258 | 1.89 512 | 0.12968969 | 77515 | 1.88
1024 | 0.14685267 | 545941 | 1.89 1024 | 0.12968263 | 305050 | 1.88

e g
o oo

no quenching of U,
quenching of V|

0.05 0.5 0.05 05

time 00 space time space

FIGURE 1. On the left, no quenching of U, and on the right, quenching of V}, for m = 0.5,

p=1,q¢=2,n=0.5.
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TABLE 3. Numerical quenching times obtained with

the implicit Euler method for m = 0.3, p = 2, ¢ = 2,

n =0.3.

1 13, k

V2]

16 | 0.12862938 127 -

32 | 0.12271047 | 372 -

64 | 0.12106075 | 1213 | 1.84

128 | 0.12060846 | 4323 | 1.87

256 | 0.12048544 | 16309 | 1.88

512 | 0.12045217 | 63432 | 1.89

1024 | 0.12044321 | 250457 | 1.89

quenching of U,
no quenching of V|

0.05 0.5 0.05 05

time 0 0 space time 0 0 space

FIGURE 2. On the left, quenching of U, and on the right, no quenching of V}, for m = 1,

p=2.5,q=0.5,n=1.

quenching of V|
° = n
[T T

=
oo

0.05 0.5 0.05 05

time 00 space time 0 space

FIGURE 3. On the left, quenching of U and on the right, quenching of V} for m = 0.3,
p=2,q=2,n=03.

Remark 6.1. The various tables of our numerical results show that there is a relationship between the

quenching time and flows on the boundaries. If we consider the problem (1.5)-(1.7) in the case where the
4

ingtial data @2, = 1, =1+ i sin (2(i — 1)h), i =1,...,1, from figures 1-3, we observe respectively the

quenching of (U, V3). From tables 1-3, we observe the convergence of quenching time T}, of the solution of

(1.5)-(1.7), since the rate of convergence is near 2. This result does not surprise us because of the result
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established in the previous section. Moreover we can see that of the figure 1, Vi, quenches while Uy, doesn’t
when p < n+ 1, of the figure 2, Uy quenches while Vi, doesn’t when q < "(:17;;1) and p > n+1 and of the
figure 3, Up, and Vi, quench simultaneously when p > n+1 and ¢ > m + 1. These numerical results are in

fact consistent with the Corollary 4.1, Theorem 4.2 and Theorem 4.3.

CONCLUSION

In this work, we proposed a semi-discrete scheme, based on finite difference method in space for system
of heat equations, coupled by nonlinear boundary flux. The stability and the convergence of semi-discrete
scheme are proved respectively. Under some conditions the semidiscrete scheme reproduces well the condi-
tions for the quenching, quenching set and simultaneous and non-simultaneous quenching. The analysis in

this paper can be extended to more general to some systems of nonlinear parabolic equations.
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