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Résumeé

Cette these est consacrée a 'étude de deux systemes mécaniques. Le premier sys-
téme se constitue d'une poutre flexible d’Euler-Bernoulli, a coefficients constants,
a laquelle est associée un contrdle en force et en moment ponctuels proportion-
nels respectivement a la vitesse et a la vitesse de rotation. Le deuxieme systéme est
constitué d’'une poutre flexible d’Euler-Bernoulli, a coefficients variables, contro-
lée en force et en moment par une combinaison linéaire de la vitesse, de la vitesse
de rotation et du terme de position (respectivement I’angle de rotation) dans le
contrOle force (respectivement moment). Nous développons dans ce travail une
méthode numérique stable et convergente qui conserve les propriétés de ces sys-
temes et nous montrons l'influence des parametres de controles sur la stabilisation
de ces systemes. Ainsi, pour chacun de ces probléemes, nous montrons d’abord
le caractére bien posé au sens des Cy-semi-groupes. Aussi, nous prouvons l'exis-
tence, I'unicité et la régularité de la solution faible au moyen de la méthode de
Faedo-Galerkin et des espaces intermédiaires. Ensuite, en utilisant la méthode des
éléments finis pour la discrétisation en espace, nous développons un schéma nu-
mérique semi-discret qui préserve les propriétés obtenues dans le cas continu. La
convergence du schéma numérique est démontrée, une estimation de l'erreur a
priori et 'ordre de convergence sont obtenus. Enfin, nous effectuons des simula-
tions numériques aux fins de vérifier 'ordre de convergence obtenu et de présenter
I'effet des parametres de contréles sur la dissipativité de I'énergie, 'amortissement

des vibrations a I'extrémité libre et la convergence de ces poutres vers leur posi-




tion d’équilibre. Notre étude a 'avantage de permettre une validation numérique

visuelle de certains résultats théoriques obtenus pour ces systemes de poutre.

Mots clés : poutre d’Euler-Bernoulli, semi-groupe, existence et unicité, méthode

des éléments finis, stabilité, méthode de Galerkin, estimation a priori.
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Abstract

This thesis is devoted to the study of two mechanical systems. The first system
consists of a flexible Euler-Bernoulli beam, with constant coefficients, to which is
associated a control in force and moment proportional respectively to the speed
and to the rotation speed. The second system consists of a flexible Euler-Bernoulli
beam, with variable coefficients, controlled in force and moment by a linear com-
bination of the velocity, the rotation speed and the position term (respectively
the rotation angle) in the force (respectively moment) control. We develop in this
work a stable and convergent numerical method that preserves the properties of
these systems and we show the influence of the control parameters on the stabili-
zation of these systems. Thus, for each of these problems, we first show the well-
posedness in the sense of Cy-semi-groups. Also, we prove the existence, uniqueness
and regularity of the weak solution by means of the Faedo-Galerkin method and
intermediate spaces. Then, using the finite element method for the discretization
in space, we develop a semi-discrete numerical scheme that preserves the proper-
ties obtained in the continuous case. The convergence of the numerical scheme is
demonstrated, an estimate of the a priori error and the order of convergence are
obtained. Finally, we perform numerical simulations to verify the order of conver-
gence obtained and to present the effect of the control parameters on the energy
dissipativity, the vibration damping at the free end and the convergence of these
beams to their equilibrium position. Our study has the advantage of allowing a

visual numerical validation of some theoretical results obtained for these beam




Abstract

systems.

Key words : Euler-Bernoulli beam, semi-group, existence and uniqueness, finite

element method, stability, Galerkin method, a priori estimation.
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Introduction générale

Les équations différentielles (ordinaires ou aux dérivées partielles) sont d’une
importance capitale car elles permettent la modélisation mathématique et I’étude
de différents systémes et probléemes émanant de trés nombreux domaines, notam-
ment en physique (par exemple mécanique, acoustique), en chimie (cinétique des
réactions), ou en biologie (dynamique des populations), etc.

Les équations différentielles aux dérivées partielles hyperboliques (en abrégé EDP
hyperboliques) en particulier sont une classe d’EDP modélisant des phénomenes
de propagation, apparaissant par exemple en mécanique. Au nombre de ces EDP
hyperboliques, nous avons I'’équation de poutre d’Euler-Bernoulli qui est un mo-
dele tres bien établi avec une large gamme d’application découlant de I'ingénie-
rie, de l'industrie etc. Ce modele mathématique est beaucoup utilisé par les in-
génieurs structures dans leurs différents projets car il fournit aux concepteurs un
outil simple pour analyser le comportement dynamique de nombreuses structures.
Ainsi, I'équation de poutre d’Euler-Bernoulli intervient dans la modélisation et
I’étude des vibrations d’antennes de télécommunication [9], des vibrations des
structures ferroviaires [40], des bras de robots flexibles [24], des batiments élevés
en raisons des forces externes [22], etc.

La nécessité d’amortir rapidement les vibrations transversales de ces systemes a
suscité I'intérét pour ce type d’équations différentielles. L'objectif étant d’éliminer
les harmoniques (oscillations sinusoidales) internes afin d’éviter une défaillance

prématurée de ces structures. Ainsi, dans le but de contréler le comportement dy-




Introduction générale

namique asymptotique de ces systémes, une loi de commande leur est associée.
Le role de celle-ci est de favoriser la dissipation de 1’énergie afin de stabiliser le
systeme en un temps raisonnable. Les systemes ainsi obtenus sont dit dissipatifs.

Notons que I'étude de ces systemes consiste en grande partie en la résolution
des équations qui les modélisent. Cependant, la détermination d’une solution ex-
plicite pour ces équations est tres difficile et quelques fois impossible (pour le
moment). C’est pourquoi, sans connaitre leurs expressions analytiques exactes, on
effectue une étude qualitative des solutions du modele mathématique. Cette étude
consiste a établir, entre autres, I'existence et si possible I'unicité, la régularité de la
solution, a connaitre le comportement asymptotique des solutions aux frontieres
du domaine et a étudier leur stabilité. En outre, les méthodes numériques sont
utilisées afin de résoudre ces EDP. Entre autres méthodes numériques nous avons
la méthode des éléments finis (MEF). Celle-ci consiste a établir, a partir de la for-
mulation variationnelle ou formulation faible du probleme, un algorithme discret
mathématique permettant de rechercher une solution approchée d’'une EDP sur un
domaine compact avec conditions aux bords et/ou dans l'intérieur du compact. Le
schéma numérique ainsi obtenu se doit de conserver les propriétés du probleme
dans le cas continu. Il se pose donc les questions d’existence et d’unicité de la so-
lution approchée, de stabilité, de convergence.

Tous ces éléments suscités motivent notre intérét pour ’étude des systemes modé-
lisés par les équations de poutre d’Euler-Bernoulli.

Dans cette these, nous étudions numériquement deux systemes mécaniques. Le
premier systéme est modélisé par une équation poutre flexible d’Euler-Bernoulli
a coefficients constants. La poutre considérée est encastrée a une extrémité et
contr6lée a l'autre extrémité par un contrdle force et un contréle moment pro-
portionnels respectivement a la vitesse et a la vitesse de rotation. Notons qu’un
tel systeme, a servi de modele mathématique dans le cadre du programme COFS

(Control of Flexible Structures) initié par la NASA afin de modéliser un long mat
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flexible de 60 meétres de long fixé a sa base sur une navette spatiale et controlé a
I'autre extrémité par un CMG (control moment gyro) [10].

Nous considérons un deuxiéme systeme modélisé par une équation de poutre
d’Euler-Bernoulli a coefficients variables. L'intérét lié a 'étude d’une telle équation
réside dans I'apparition en ingénierie de poutres auxquelles sont associées des ma-
tériaux intelligents ([20]) tels que les matériaux piézo-électriques ou les alliages
a mémoire de forme. Ces matériaux possedent des fonctions qui leurs permettent
de se comporter comme un capteur (détecter des signaux), un actionneur (effec-
tuer une action sur son environnement) ou parfois comme un processeur (traiter,
comparer, stocker des informations). Ils sont capables de modifier spontanément
leurs propriétés physiques en réponse a des excitations naturelles ou provoquées,
venant de I'extérieur ou de l'intérieur du matériau. La poutre considérée est en-
castrée a une extrémité et contr6lée a 'autre extrémité en force et moment par
une combinaison linéaire de la vitesse, de la vitesse de rotation et le terme de po-
sition (respectivement ’angle de rotation) dans le controle force (respectivement
moment). Ce systeme constitue un cas non uniforme du premier probleme auquel
est ajouté des controles supplémentaires.

L’objectif du présent travail est I’élaboration d’'une méthode numérique semi-
discrete, dissipative et convergente qui conserve les propriétés obtenues dans le
cas continu. Aussi, notre étude permet de montrer les effets des parametres de
contrOles sur le comportement dynamique asymptotique de ces systemes.

Le premier chapitre de cette these est consacré aux rappels de quelques concepts et
définitions liés a la théorie des poutres d’Euler-Bernoulli, a l1a notion de systeme dy-
namique en mathématiques et a quelques résultats d’analyse fonctionnelle. Ceux-ci
portent sur quelques espaces fonctionnels et leurs propriétés, les distributions vec-
torielles, I'intégrabilité au sens de Bochner, les opérateurs compacts, I'existence et
I'unicité de solution d’un probleme d’évolution, la stabilité des systemes linéaires

et quelques inégalités qui nous seront utiles dans notre étude.
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Dans le deuxieme chapitre, une étude numérique pour une poutre flexible d’Euler-
Bernoulli avec un controle force en vitesse et un contr6le moment en vitesse de
rotation est effectuée. Nous montrons d’abord que ce probleme est bien posé au
sens des Cy-semi-groupes. Puis, nous prouvons I'existence, 'unicité et la régularité
de la solution faible au moyen de la méthode de Faedo-Galerkin avec les espaces
intermédiaires définis dans [23] et les travaux d’Evans [ 14]. Ensuite, nous utilisons
la méthode des éléments finis avec les fonctions polynomiales cubiques d’Hermite,
pour développer un schéma numérique semi-discret qui préserve les propriétés ob-
tenues dans le cas continu. La convergence du schéma numérique est démontrée,
une estimation de l'erreur a priori et 'ordre de convergence sont obtenues en uti-
lisant la méthode décrite dans [3, 4].

Dans le troisieme chapitre, nous considérons une poutre d’Euler-Bernoulli a coef-
ficients variables contr6lée en force et moment par une combinaison linéaire de
la vitesse, de la vitesse de rotation et le terme de position (respectivement ’'angle
de rotation) dans le contrdle force (respectivement moment). Nous développons
pour ce probléme une méthode numérique semi-discrete stable et convergente par
la méthode des éléments finis, en utilisant les fonctions polynomiales cubiques
d’Hermite. Nous commencons par montrer le caractere bien posé de ce probleme
au sens des Cy-semi-groupes. Puis, en dépit des difficultés liées aux controles, nous
montrons I'existence, 'unicité et la régularité de la solution faible au moyens de
la méthode de Faedo-Galerkin avec les espaces intermédiaires définis dans [23]
et les travaux d’Evans [14]. Enfin, nous effectuons une estimation de l'erreur a
priori pour 'approximation semi discréte obtenue et nous déterminons l'ordre de
convergence en utilisant [3, 4].

Enfin, le quatriéme chapitre présente les résultats de simulations numériques des
problémes traités aux chapitres 2 et 3. Dans cette partie, nous vérifions numé-
riquement 'ordre de convergence obtenue dans les chapitres précédents. Aussi,

nous étudions l'influence des parametres de controles sur la dissipation de I'éner-
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gie, 'amortissement des vibrations a 'extrémité libre et la convergence de ces
poutres vers la position d’équilibre.

Nous terminons la rédaction de cette thése par une conclusion générale qui rap-
pelle nos objectifs et les résultats essentiels atteints. De plus, nous énoncons quelques

perspectives pouvant faire I'objet d’extensions de nos travaux.




Chapitre 1
Généralités

Dans ce chapitre nous présentons briévement quelques généralités concernant
la théorie des poutres d’Euler-Bernoulli et la notion de systeme dynamique en
mathématiques. De plus, nous rappelons quelques définitions et résultats d’analyse

fonctionnelle.

1.1 Poutres d’Euler-Bernoulli

Les poutres sont des éléments de structures utilisées pour la construction dans
les batiments, les navires et autres véhicules, et dans la fabrication de machines. La
théorie des poutres est utilisée dans le domaine de la résistance des matériaux. On
utilise en général la théorie d’Euler-Bernoulli, qui néglige I'influence du cisaille-

ment et la théorie de Timoshenko qui prend en compte l'effet du cisaillement.

1.1.1 Définition

On appelle « poutre » un solide engendré par des surfaces, appelées « sections
droites ». Ces sections sont telles que :
-leur centre de gravité forme une courbe continue, appelée « courbe moyenne »

dont le rayon de courbure est grand devant sa longueur.
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-elles sont perpendiculaires a la courbe moyenne.

-leur dimension est petite devant la longueur de la courbe moyenne.

3o section
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Figure 1.1 — Structure d’'une poutre

1.1.2 Hypotheses pour la théorie d’Euler-Bernoulli

La théorie des poutres d’Euler-Bernoulli est une simplification de la théorie li-
néaire de I’élasticité qui fournit un moyen de calculer les caractéristiques de charge
et de déflexion des poutres. Elle couvre les cas de petites déformations des poutres
soumises qu’a des charges latérales. Pour mener les calculs avec le modéle d’Euler-
Bernoulli on considére que les sections droites sont indéformables, planes (dans
leurs plans) et qu’elles restent perpendiculaires a la courbe moyenne au cours de
la déformation. Ainsi, ’hypothese de Bernoulli permet de négliger le cisaillement
dans le cas de la flexion. Le risque de rupture est alors di a I'extension des fibres.
Cette hypothese n’est pas valable pour les poutres courtes car ces derniéres sont
hors des limites de validité du modele de poutre, a savoir que la dimension des

sections doit étre petite devant la longueur de la courbe moyenne.
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1.1.3 Modélisation

La modélisation est la conception d’'un modele. Le modele mathématique per-
met d’analyser des phénomenes réels et de prévoir des résultats a partir de 'appli-
cation d’une ou plusieurs théories a un niveau d’approximation donné.

Afin de contrdler le comportement dynamique de grandes structures, plusieurs
modeles ont vu le jour dont ’équation de poutre d’Euler-Bernoulli (voir [42] pour
les différentes étapes relatives a ’élaboration de ce modele). L’équation de poutre
d’Euler-Bernoulli est un modele bien établi qui a une large gamme d’applications
découlant de I'ingénierie et de I'industrie.

Considérons une équation de poutre flexible d’Euler-Bernoulli a coefficients va-
riables de longueur [/, encastrée a une extrémité et contrélée a 'autre extrémité.
En supposant que la densité des forces extérieurs est nulle, la poutre flexible satis-

fait '’équation de poutre d’Euler-Bernoulli suivante :
p(z)wy(z,t) + (Bl (x)wey(z,t)),, =0, 0<az<lt>0. (1.1)

Ou EI représente la rigidité de flexion et p la masse linéique de la poutre.

Nous supposons aussi que, pour tout = € [0, ] :
(p(x), EI(z)) € [C*(0,1)], avec p(x) >0, EI(z) > 0. (1.2)
L’équation (1.1) est a compléter avec les conditions initiales :

w(z,0) =wy(x), 0 <z <, (1.3)

wy(z,0) = vo(x), 0 <<l (1.4)

et des conditions aux limites. Les conditions aux limites de I'équation (1.1) sont
définies en considérant les grandeurs suivantes dues a la flexion :

-Déplacement transversale w(z, t)
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-angle de rotation di a la flexion 0(z,t) = w,(x,t),

-moment de flexion M(x,t) = Elw,,(z,t),

-force de cisaillement Q(z,t) = —(Elwg,).(z,t).

On désigne par w;(z,t) = v(z,t) la vitesse de la poutre, wy(z,t) = v;(x,t) I'accélé-
ration et 0;(x, t) = w,(x, t) la vitesse de rotation. Notons aussi que —(ETw,, )4z (x, 1)
est la force latérale totale agissant sur une tranche de la poutre de longueur dz,
située a une position x au temps t.

A Textrémité encastrée de la poutre c’est-a-dire en 2 = 0, les conditions aux limites

sont telles que

w(0,t) =0, t>0, (1.5)

we(0,8) =0 ¢ > 0. (1.6)

A Textrémité libre cest-a-dire en = = [, la poutre peut étre contrdlée en force et
moment par une combinaison linéaire de la vitesse, de la vitesse de rotation et
le terme de position (resp. 'angle de rotation) dans le contréle force (resp. mo-
ment). Ces controles nécessitent souvent I'ajout de parametres positifs, des gains

de rétroaction accordés dans la pratique.

1.2 Stabilité de Lyapunov pour les systemes dyna-
miques

Lyapunov, dans son travail original de 1892 plus précisément dans son mé-
moire intitulé "Probleme général de la stabilité du mouvement", a proposé deux
méthodes pour démontrer la stabilité. La premiere méthode consiste a développer
la solution en série et montrer qu’elle est convergente en passant aux limites. La
deuxieme méthode, qui est presque universellement utilisée de nos jours, utilise

une fonction de Lyapunov V' (z) qui est analogue a I'énergie mécanique d’un sys-
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teme dynamique classique. Elle est introduite comme suit pour un systeme ayant
un point d’équilibre a + = 0. Considérons le systéme dynamique non linéaire %

défini comme suit :

(1.7)

ou z(t) € D C R" est la solution du systeme vectorielle d’état, D est un ou-
vert contenant l'origine, et f : D C R"™ est une fonctionnelle continue sur D. La
méthode de stabilité de Lyapunov est principalement axée sur le systéeme (1.7),
c’est-a-dire un systéme a entrée nulle. En fait, de nombreux systémes ont des en-
trées de contrdle externes. Si la loi de contrdle est sous la forme d’un retour d’état,
les systemes en boucle fermée sont équivalents au systeme (1.7). Dans ce cas, la
théorie de la stabilité de Lyapunov peut étre appliquée directement. Cela reste vrai

si (1.7) est un systeme dynamique linéaire.

Définition 1.1. (Dérivation le long de la trajectoire d’un systéeme) [38]
Soit le systéme dynamique Y. donné. La dérivée d’une fonctionnelle V : R" — R le

long de la trajectoire de Y est définie par :

WAV, V) = Vi)

=20 1.8
dt|E dt 10 ' (1.8)

1l est généralement noté V()

Définition 1.2. (Fonction de Lyapunov) La fonctionnelle V : R"™ — R est appelée

candidate pour une fonction de Lyapunov pour un systéme dynamique si elle vérifie :
i) V(x(t)) > 0, avec égalité si et seulement si x = 0,
i) V(z(t)) <0.

Ainsi, le systeme est dit stable au sens de Lyapunov. De plus, le systeme est

dit asymptotiquement stable au sens de Lyapunov si V (z(t)) < 0 avec égalité si et
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seulement si z = 0.

Remarque 1.1. Notons que dans i),V (0) = 0 est requise. Sinon par exemple, V (z) =
ﬁ\xl prouverait que le systéme dynamique i(t) = x(t) est localement stable.
La condition ii) est nécessaire pour conclure la stabilité globale.

Il est plus facile de visualiser cette méthode d’analyse en pensant a un sys-
teme physique (par exemple, systeme-ressort vibrant avec masse) et en considé-
rant 'énergie d’un tel systeme. Si le systeme perd de I'énergie au fil du temps et que
I'énergie n’est jamais restaurée, le systéme doit finalement s’arréter et atteindre un
état de repos final. Cet état final est appelé attracteur. Cependant, trouver une
fonction qui donne I'énergie précise d’'un systéme physique peut étre difficile, et
pour certains systemes mathématiques abstraits, économiques ou biologiques, la
notion d’énergie peut ne pas étre applicable. L'idée de Lyapunov est que la sta-
bilité du systeme peut étre prouvée sans nécessiter de connaissances sur ’éner-
gie physique réelle. Il suffit de trouver une fonction de Lyapunov qui satisfait les

contraintes de la Définition 1.46.

1.3 Rappels de quelques résultats d’analyse fonction-

nelle

Nous considérons pour la suite des espaces vectoriels sur R. Aussi, on désigne
par E’ le dual topologique de F c’est-a-dire 'espace des formes linéaires et conti-

nues sur F.

1.3.1 Topologie faible, espaces réflexifs, séparables

Topologie faible (voir [/] P35)

Soit £/ un espace de Banach et soit f € E’. On désigne par ¢ : £ — R l'application
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définie par ¢(z) = (f;x)p . Lorsque f décrit £’ on obtient une famille (¢y)

d’applications de F dans R.

Définition 1.3. [/] P35
La topologie faible o(FE, E') sur E est la topologie la moins fine (avec un minimum

d’ouvert) sur E rendant continues toutes les applications (¢y) qc p -

Espaces réflexifs (Voir [7] P39)
Soit £ un espace de Banach, £’ son dual topologique (muni de la norme duale

|| fller = Sup|{f,x)|) et soit E” son bidual (topologique), c’est-a-dire le dual topo-
L)
lizli<1

logique de £’ muni de la norme

1€l 2 = Sup(&, f)]
feEE’

IIri<1

On a une injection canonique J : £ — E" définie comme suit : soit z € E fixé,
'application f — (f,x)r r de E’ dans R constitue une forme linéaire continue sur

E'i.e. un élément de E” noté Jz. On a donc :

<Jx,f>E//7E/ = <f, x>E’7E YV € E, Vf € E. (19)
J est linéaire et J est une isométrie i.e ||Jz||g» = ||z||g pour tout = € E; en
effet
|Jallgr = sup |[(Jz, /)l = sup |(f,2)] = [z (1.10)
11l er <1 £l e <1

Il peut arriver que J ne soit pas surjectif. A 'aide de J on peut toujours identifier

E a un sous espace de £E”.

Définition 1.4. [/] P43
Soit E un espace de Banach et soit J linjection canonique de E dans E” (définie
précédemment). On dit que E est réflexif si J(E) = E". Lorsque E est réflexif on

identifie implicitement E et E" (a U'aide de lisomorphisme J).
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Théoreme 1.1. (Eberlein-Smulian). [43] P141
Soit E un espace de Banach. E est réflexif si et seulement si toute suite bornée dans

E admet une sous-suite convergente pour la topologie faible o(E, E').

Définition 1.5. (Espaces séparables) [7] P47
On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe un sous-ensemble D C E dé-

nombrable et dense.

Corollaire 1.1. [/] P48
Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif et séparable si et seulement si E’ est

réflexif et séparable .

Théoréme 1.2. [/] P50
Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,,) une suite bornée dans E. Alors il existe

une sous-suite extraite (x,, ) qui convergente pour la topologie faible o(E, E').

On note pour la suite £L(F, F') 'ensemble des applications linéaires et continues

de F dans F' muni de la norme

T zery = sup [Tz p.
el

lzll g <t

1.3.2 Définitions et propriétés élémentaires des espaces L?({2)

Lorsqu’une propriété quelconque () est vérifiée pour tous les points x d’un ou-
vert (2, mis a part un sous ensemble de mesure nulle, on dit que () est vraie presque
partout dans (). Si on considére un ensemble de fonctions définies sur €2, la pro-
priété d’égalité presque partout est une relation d’équivalence sur cet ensemble.
Nous notons E_p.p (p.p. cest-a-dire presque partout) 'ensemble quotient (c’est-
a-dire 'ensemble des classes d’équivalence pour 1'égalité presque partout). Par dx

nous avons noté la mesure de Lebesgue. [12] P47
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Définition 1.6. [12] P47

LP(Q) := {f : Q — R; f mesurable et /Q|f(x)|pdx < oo}/p.p.

Ot p est fixé dans [1;00] .
L>®(Q) :={f : Q — R, f mesurable et 3 une constante C telle que |f(z)| < C p.pdans Q} /p.p.

On les munit (respectivement) des normes

1fllze o) = Vﬂ !f(x)!”dm} % , P € [1;00]

[ fll ooy := InfAC5 | f(x)] < C p.p. sur Q.}

Soit 1 < p < oo; on désigne par p’ 'exposant conjugué de p c’est-a-dire %4‘}% =

Théoreme 1.3. (Inégalité de Holder) [/] P56

Soient f € LP(Q) et g € LP () avec 1 < p < 0o . Alors f.g € L'(Q) et

/Q F@g@)de < 1l llgll .

Théoréme 1.4. (Fischer-Riesz). [/] P57

LP($2) est un espace de Banach pour tout 1 < p < oc.

Théoréme 1.5. [/] P59

LP(Q2) est réflexif pour 1 < p < oc.

Définition 1.7. [/] P61

Soit 1 < p < oo; on dit qu’une fonction f : Q0 — R appartient a L} () si flx €

loc

LP(Q2) pour tout compact K C €.
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Lemme 1.1. [/] P61
Soit f € L, .() tel que

loc

/Qf(a:)u(:c)dx =0, Yue Q).

Alors f =0 p.p sur €.

Théoréme 1.6. [/] P62

LP(2) est séparable pour 1 < p < oc.

Théoréme 1.7. (Convolution) [/] P66
Soient f € L*(RY) et g € LP(RY) avec 1 < p < oo et N € N*.
Alors, pour presque tout x € RY, la fonction y — f(z —y)g(y) est intégrable sur R".

On pose
(f*g)(x) = . flx—=y)g(y)dy.

Alors f+ g € LP(RY) et |[f * gll @y < [1fllr @) 9l ooy
Proposition 1.1. [7] P69
Soient f € C*(RN) et g € L (RY) ( k entier). Alors

f g€ CERY) et D(f + g) = (DVf) = g.
En particulier si f € C*°(RY) et g € Li,.(RY) alors f x g € C(RY).

loc
Notons que D“f désigne ici 'une quelconque des dérivées partielles

o e e

Déf = ———— ...
/ 0x{t 0x5?

f avec |aj=a;+as+...+ay <k

Définition 1.8. [/] P68

Soit 0 C RY un ouvert et soit f une fonction définie sur Q a valeur dans R. On
considere la famille de tous les ouverts (w;),.;, w; C w tels que pour chaque i € I,
f=0p.p. sur w;. On pose w = le

Alors f =0 p.p. sur w. -~

Par définition, le support de f noté suppf est : suppf = Q \ w.
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Définition 1.9. (suite régularisante). [/] P70

On appelle suite régularisante toute suite (p,,),,, de fonctions telle que
1
pn € CZ(R),  supp (p,) C B(0,—), /pn(x)dx =1 et p,>0surR. (1.11)
n R

Théoréme 1.8. [/] P70

Soit f € C(RY); Alors p, * f — f uniformément sur tout compact de R" .

Théoreme 1.9. [/] P71

Soit f € LP(R) avec 1 < p < 0. Alors p, x f — f dans LP(R).

1.3.3 Espaces de Hilbert

Définition 1.10. [/] P78
Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (u, v) est une forme bilinéaire de H x H
dans R, symétrique , définie positive ( c’est-a-dire (u,v) > 0, Yu € H et (u,u) >

Osiu£0).

Définition 1.11. [/] P78
Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni du produit scalaire (u,v) et qui

est complet pour la norme (u, u)z.
Dans la suite de cette sous section, H désigne un espace de Hilbert et on note
1
[ull g = (u, ).

Définition 1.12. [/] P80
Soit M C H un sous-espace vectoriel fermé. Soit f € H. Alors uw = Py, f ( Projection

de f sur M ) est caractérisé par

uec M
(f —u,v)p =0 Yve M.

De plus Py, est un opérateur linéaire.
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Définition 1.13. [/] P82
On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est

(i) continue s’il existe une constante C' telle que
la(u, v)| < Cllullallvllz  Yu,v € H,
(ii) coercive s’il existe une constante « telle que

a(v,v) > aljv||% Yv e H.

Corollaire 1.2. ( Lax-Milgram ) [/] P82

Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H' il existe

u € H unique tel que
@D a(u,v) = (p, V) u Vv e H.

(ii) De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété u €

H et 3a(u,u) = {p, v) = Min {5a(u, ) = (0, 0)r }

1.3.3.1 Dual d’un espace de Hilbert

Le théoreme suivant montre la relation étroite qui existe entre un espace de

Hilbert et son dual :

Théoreme 1.10. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet). [/] P81

Etant donné ¢ € H', il existe f € H unique tel que
(o, Vg = (f,v)g, YveH.

De plus, on a |||l = |¢]la-

On note By = {z € F; ||z||g < 1} la boule unité de fermée de £
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Théoreme 1.11. (Riesz) [/] P92

Soit E un espace vectoriel normé, tel que B soit compact. Alors E est de dimension

finie

Identification de H et H [12] P41

Soit H un espace de Hilbert. Le théoreme de Riesz-Fréchet nous montre que H et
H' sont isométriques et en particulier isomorphes. Ainsi, il est possible d’identifier
H avec H'. Autrement dit, il est possible de faire comme si tout élément u de H
était aussi un élément de H’, et d’autoriser 'écriture : v € H'.

Prise de maniere isolée une telle identification est toujours possible, mais il se
peut que dans un certain contexte elle entre en conflit avec une identification
déja réalisée. Retenons que le fait de réaliser une identification (et en particulier
celle liée a 'isomorphisme H ~ H'’) est une opération qui comporte des dangers.
Supposons maintenant que V' et H sont deux espaces de Hilbert tels que V' C H et
que l'injection de V dans H est dense. Il est clair que tout élément de H’ appartient
aussi a V. De plus, le caractere dense de I'injection de V' dans H assure que H' et
V'’ ont le méme élément nul. Par conséquent, H’ est un sous-espace vectoriel de
V’. Si on choisit par ailleurs d’identifier H avec H’, on obtient au final la chaine
d’injections :

VCcCH=~H cV. (1.12)

Ainsi, siu € H (et en particulier si u € V') on autorise I'écriture u € V'’ en ayant a
'esprit que :

(u,v)yry = (u,v)y, vev. (1.13)

Dans cette situation simple, on peut déja illustrer le danger majeur attaché a toute
identification : le conflit entre deux identifications. En effet, VV étant un espace de

Hilbert, on est tenté de I'identifier lui aussi a son dual via le théoréme de Riesz-
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Fréchet. C’est-a-dire de considérer :

VaV (1.14)

et, pour u € V, d’autoriser I'écriture u € V' avec la simplification implicite :

(u,V)vry = (u,v)y, veV. (1.15)

Le probléme est que les identifications liées a (1.12) et (1.14) sont incompa-
tibles en général. Supposons en effet que 'on ait effectué simultanément les deux
identifications. Alors, pour tout © € V donné, on a aussi u € V' avec a la fois les
sens (1.13) et (1.15), d’ou (u,v)y = (u,v)y, pourtoutwv € V. Or cette égalité
est absurde en général. On le vérifie aisément dans la situation ou V, H sont de
dimensions infinies et que I'injection de V' dans H est compacte. On constate en
effet que pour u € V, on a ||u||y = ||u||g et par conséquent que I'identité sur V' est
compacte. Ceci contredit le théoreme 1.11. Donc V est de dimension finie. Ainsi
dans ce contexte si 'on tient a faire une identification, il faut choisir entre celle qui
est lié a (1.12) et celle liée a (1.14). En général on choisit la premiere, et alors
et V' restent bien entendu isomorphes mais il faut distinguer les éléments de 'un
avec ceux de l'autre. Si v € V on note par exemple u I'élément qui lui est associé

dans V' grace au théoreme de Riesz-Fréchet, c’est a dire qui vérifie :

<2~L,U>V/7V = <U,U>V, vel. (116)

En identifiant H a son dual topologique H’, le premier point de la Proposition

I11.5 de [7] P35 permet d’avoir la définition suivante.

Définition 1.14. Soit (H, (.,.)) un espace de Hilbert. Une suite ( f,,),en de H converge
faiblement vers f si (f.,g) — (f,g) pour tout g € H (la limite est nécessairement

unique). On note alors f, — f.
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1.3.3.2 Base hilbertienne

Définition 1.15. [12] P42
Soit H un espace de Hilbert. Un systéme S = {e,. },, C H est appelé base hilbertienne

de H, lorsque les conditions ci-dessous sont vérifiées :
) S est orthonormé, i.e. (e;,ej)y = 0;5, Vi,7 > 1.
ii) L’espace vectoriel engendré par S est dense dans H.

Théoreme 1.12. [12] P42

Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.

Supposons que l'espace de Hilbert H admet une base {e,},.,. Pour k > 1, on

pose Ey := Vect{ey, es, ..., e}, et on définit P, : H — Ej, — H par la formule

Yue H: Pylu) = Z(u,ei)Hei. (1.17)
Voir [12] P42.
Théoreme 1.13. [12] P42
La suite d’opérateurs (Py), définie en (1.17) possede les propriétés suivantes :
1) pour tout k > 1, P, = P, est la projection orthogonale sur Ej;;
i) (Py), C L(H,H) et ||Pyllecam =1;
iii) la suite (Py) converge ponctuellement vers lidentité dans H :

00
2

Vue H: Pi(u) —u dans H et |[ullf = (u,e;)3;
k—o0 —
vi) réciproquement : soit (cy;) C R donnée. Si la série réelle ), ., aj est convergente,

alors la suite (vy,), C H définie par vy, := Zle a;e; est convergente dans H. Soit v sa

limite dans H, alors pour tout k, v, = Py.(v) et oy = (v, ex) .
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1.3.4 Opérateurs adjoints, autoadjoints, compacts et anti-adjoint

Définition 1.16. [/] P26

Soient E' et F' deux espaces de Banach. On appelle opérateur linéaire non-borné de
E dans F toute application linéaire A : D(A) C E — F définie sur un sous-espace
vectoriel D(A) C E, a valeurs dans F. D(A) est le domaine de A.

On dit que A est borné s’il existe une constante ¢ > 0 telle que
[Aul| < cllull,  Vue D(A).

Définition de I’adjoint A* [/] P27
Soit A : D(A) C E — F un opérateur linéaire non-borné de domaine dense. On

va définir un opérateur non-borné A* : D(A*) C I/ — E’ comme suit. On suppose
D(A*) ={v € F';3c > 0 tel que |(v, Au)| < c||ul|, Vu € D(A)}.

Il est clair que D(A*) est un sous-espace vectoriel de F”. On va maintenant définir
A*v pour v € D(A*). Etant donné v € D(A*) on considére 'application g : D(A) —

R définie par

g(u) = (v, Au), u € D(A).

()| < cllull,  we D(A).

D’aprés le théoreme de Hahn-Banach, forme analytique, on sait que ¢ peut étre

prolongée en une application linéaire f : £ — R telle
\f(uw)| <clu| Vu€E.

Par suite f € E’. On remarquera que le prolongement de g est unique puisque f

est continue sur E et que D(A) est dense.
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On pose

A*v = f.

Il est clair que A* est linéaire. L'opérateur A* : D(A*) C F' — E’ est appelé
I'adjoint de A. On a par conséquent la relation fondamentale suivante qui lie A et
A

(v, Auypr p = (A", W) pr g Vu € D(A),Yv € D(A").

Définition 1.17. [/] P89

Soient F, F' deux espaces de Banach. On dit qu’un opérateur T' € L(FE, F’) est compact
si T'(Bg) est relativement compact pour la topologie forte. (c’est-a-dire que U'adhérence
de T(Bg) est une partie compacte de F). On désigne par K(E, F') Uensemble des
opérateurs compacts de E vers F et on pose K(E) = K(E, E).

Proposition 1.2. [7] P90
Soient E, F' et G trois espaces de Banach. SiT € L(E, F) et
SelK(F,G)resp. T € K(E,F)etS e L(F,G)],alors SoT € K(E, F).

Soit maintenant 7" € L(H) avec H un espace de Hilbert. En identifiant H et

H',onaT € L(H).
Définition 1.18. [/] P96
On dit qu’un opérateur T' € L(H) est autoadjoint si T* = T, c’est-a-dire que

(Tu,v) = (u, Tv), Yu,v € H.

Théoreme 1.14. [/] P 97
On suppose que H est un espace de Hilbert séparable. Soit T' un opérateur autoadjoint

compact. Alors H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de T.

Définition 1.19. [34] P41

Un opérateur borné U sur H est unitaire si U* = U~!.
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Définition 1.20. [18] P5

Un opérateur U sur H est antiadjoint si D(U) = D(U*) et U = —U*.

Théoréme 1.15. (Stone) [34] P41
Soit H un espace de Hilbert, U un générateur d’'un groupe d’'opérateurs unitaires sur

H si et seulement si iU est auto-adjoint.

Notons que d’apres la preuve du Théoreme 1.15, on peut considérer que pour
H un espace de Hilbert, U un générateur d'un groupe d’opérateurs unitaires sur H

si et seulement si U est antiadjoint.

1.3.5 Espaces de Sobolev

Soit 2 un ouvert de R™ avec n € N*. En particulier, dans notre cas, ona n = 1.
Définition 1.21. [2/] P63
L’espace de Soboley W™?((2), ott m,p € N* est défini par

Wme(Q) = {u € LP(Q) | V o multi-indice, |a| < m, D®u € LP(Q)},  (1.18)

olt D*u est la dérivée d’exposant « de u au sens des distributions.

Pour tout multi-indice o = («, ..., a,,, ) d’entier positifs non nuls, on désigne par

olely
0x]* 0y ...0xom.

D%y =
ou |a| = ay + ... + ay, est la longueur du multi-indice o.
Dans le cas particulier p = 2, on note W™?(Q) = H™((Q).
Définition 1.22. [33] P23
Pour m € N, on pose
H™(Q) :={ue L*(Q) | D*ue L*(), VaeN:l|a|<m}. (1.19)
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On le munit du produit scalaire

(U, v) gmq) = Z /QDau(x)Dav(x)dx,

laf<m

et de la norme
ul| gmq) = Du(x)|*dx 5,
[l rm () (E/Q! ()] )

laf<m

Proposition 1.3. [27] P63

L’espace de Sobolev H™({) est un espace de Hilbert.
On note C'°(Q2) 'espace des fonctions C'* a support compact dans 2.

Définition 1.23. [33] P24
Pour m € N, on désigne par Hj*(2) la fermeture de D(2) = C°(Q2) dans H™(12).

Remarque 1.2. [33] P25
Nous désignons par I la frontiére de ).
on dit que I est continu si pour tout x € T, il existe un voisinage V' (si, dans la suite,
nous avons besoin de marquer la dépendance de V' a x, nous le noterons) de = dans
R™ et un nouveau systéme de coordonnés cartésiennes {yi, Yo, ..., yn } tel que

a) a;>0,i=1,...,n tel que V est un hypercube dans ces nouvelles coordonnées

de cotés de longueur 2a; :
V={(1, Y2, Yn) Yl <z, V5 =1,..n};
b) il existe une fonction ¢ définie sur
V' ={(y1,y2, o Yn—1) : |yj| < aj, ¥j=1,..n—1}

a valeurs réelles et satisfaisant
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()| < %, VY e V7,
QNV={y=("vn) €V iy <o)},
FnV={y=" v) €V =)}
De la méme maniére, nous disons que I est lipschitzien (respectivement de classe
Ckl k € N, m fois continument différentiable, m € N), lorsque la fonction ¢ ci-

dessous est lipschitzienne (respectivement de classe C*!, m fois continument différen-

tiable).

Théoréme 1.16. [33] P27

Si Q est a bords lipschitzien, alors C*°(Q) un dense dans H™ ().

Définition 1.24. [33] P27
Soient deux espaces de Banach X et Y tels que Y C X. On dit que Y s’injecte de

manieére continue dans X (en notation Y — E), si et seulement si Uopérateur identité

Id:Y — X,y—y

est continu. De méme, on dit que Y s’injecte de maniére compacte dans X (en notation
Y <. X, si et seulement si Uopérateur Id est compact de Y dans X).
Nous énoncons maintenant les théoremes d’injection des espaces de Sobolev.

Théoréme 1.17. (Rellich) [33] P27
Si € est un ouvert borné a bord continu, alors

H™(Q) <. H™(Q), Vm € N*. (1.20)
En particulier,

H™(Q) <, L*(Q), Vm € N*. (1.21)

Théoreme 1.18. (injection de Sobolev) [33] P27
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Si Q) est un ouvert borné a bord lipschitzien, alors on a les deux injections suivantes :

H™(Q) — LP(Q), ¥m € N* tel que m — g > (1.22)
p
_ n n
H™(Q) — C(Q2), Vm e N"tel que m — 5> "5 (1.23)
Théoreme 1.19. (Kondrasov) [33] P27
Si () est un ouvert borné a bord lipschitzien, alors on a linjection
n n
H™(Q) —. LP(Q) Vm € N*tel que m — 5> o (1.24)

Théoréme 1.20. [2/] P 64
Si Q est un ouvert borné régulier de classe C" et si m > % alors H™({2) est un sous
espace de C(Q). En particulier; en dimension n = 1, on a H™(Q) C C(Q) pour tout

m € N*.

1.3.6 Distributions a valeurs réelles

Définition 1.25. [12] P56
On désigne par D((2), Uespace des fonctions indéfiniment différentiables a support

compact dans ), et a valeurs dans R.

On munit D(2) d’une topologie que nous caractérisons par un critere de conver-

gence pour les suites.

Définition 1.26. [12] P56

Soient une suite (), C D(Q) et ¢ C D(2). On dit que i, — ¢ dans D(Q2) si :

k—o0

i) il existe un compact K (fixé) tel que supp(pr) C K, pour tout k € N.

oy lal lal ) , o
1)) aaxf'“ kj aaxf uniformément dans K, pour tout multiindice o = (o, ...«;,) € N”
o0

ala\(p L 3\a|¥,
(avec or> 8x(1118z:;2...8xf{".>
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Définition 1.27. [12] P56
On appelle distribution sur S, toute forme linéaire T sur D(£2) qui vérifie les propriétés
sutvante :

<T7 90k> — <T7 90> dans IR7
k—o0
Vor — ¢ dans D(9Q).
k—o0
L’espace vectoriel des distributions est noté D’({2).

Définition 1.28. [2/] P56
Soit ) un ouvert de R" et T' € D'(2). Pour tout multi-indice o, D*T désigne la

distribution définie par
Vo € C2(Q), (DT, ¢) := (—~1)*/(p, D°T).

On dit que D*T est la dérivée d’exposant o de T.

1.3.7 Quelques inégalités utiles

Proposition 1.4. (Inégalité de Young) [7] P56

Soient a > 0etb>0avec1 <p,p' < ocoet ; + .; =1 Alors

a? b
p p

Lemme 1.2. (Lemme de Gronwall) [18] P8
Soient T > 0, A € L*(0,T), A\ > 0 presque partout et C > 0. Soit o € L>°(0,T),

¢ > 0 presque partout tel que

oy <c+ | As)p(s)ds

pour presque tout t € (0,7).
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Alorson a :

olt) < Cenp{ | t Ashds

pour presque tout t € (0,T).

Lemme 1.3. (Inégalité de Ingham) [45] P162
Soit v > 0 et supposons que la suite strictement croissante {\},., de réels satisfait
la condition d’écart A\, 1 — N\, > -y pour tout k € Z et T > 27” Alors, il existe deux

constantes positives c et C' dépendante seulement de ~y et T telles que :

cZ|ak|2 < /T ‘ Zakei’\kt 2dt < C’Z|ak|2.

kez 0 " kez kez

Pour toute suite de nombre complexe {ay},., appartenant a Uespace de Hilbert des

suites de carré sommables (* = {{ay} : ||ap||Z = > enlan]® < 0o} .

Proposition 1.5. (Inégalité de Poincaré).[2/] P66
Soit 2 un ouvert de R? borné dans une direction d’espace (ou plus) . Alors, il existe

une constante ¢ > 0 telle que

NONS H&(Q),/ lv2der < c/ |Vv|*dx.
Q Q

Remarque 1.3. Notons que le cadre naturel de notre étude requiert la prise en compte
de fonctions dépendantes du temps et de Uespace.

Etant donnée une fonction u = u(x,t) (x € Q, 0 <t < T), il est commode de séparer
les roles des variables d’espace et de temps ([14] P351) . Ainsi, on associe a u , une
application

u:0,7]—-H

définie par
[u(t)] (z) =u(z,t) (x€Q, 0<t<T).

La fonction u(z, t) sera donc considérée comme une fonction définie sur [0, 7] a valeurs
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dans un espace H, ot H est un espace de fonctions qui dépendent uniquement de x
comme par exemple les espaces de Hilbert (L*(Q)) , H*(Q), etc).

En outre dans notre étude, u(t) := u(t) désignera un élément de H.

1.3.8 Intégrabilité au sens de Bochner

La théorie de l'intégration de Bochner étend celle de Lebesgue aux fonctions a

valeurs vectorielles.

1.3.8.1 Caractérisation de I'intégrabilité au sens de Bochner

Soit E est un espace de Banach réflexif et séparable. On considére I'espace
mesuré (£, 5, dz) ou Q2 est un ouvert de R", 3 la tribu des boréliens sur 2 et dx la
mesure de Lebesgue. Pour caractériser I'intégrabilité, on définit d’abord la notion
de mesurabilité . Il se trouve que dans le cas d’'une fonction vectorielle, il y a au
moins deux autres notions différentes qui se rajoutent. Une fonction f : Q@ — E
peut étre qualifiée de 5—mesurable, fortement mesurable et faiblement mesurable.

[12] P51

Définition 1.29. [13] P52
Une fonction f : Q0 — F est :
— [—mesurable si 'image réciproque de tout borélien de E appartient a len-
semble des boréliens 3 de );
— simple si elle est —mesurable, s’annule en dehors d’'un ensemble de mesure

finie et prend un nombre fini de valeurs.

Définition 1.30. [12] P52
Une fonction f : QQ — FE est :
— fortement mesurable si f est la limite ponctuelle (i.e. au sens de la norme ||.|| )

d’une suite de fonctions simples de F ;
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— faiblement mesurable, si pour tout ) € E' la fonction réelle (n, f(t)) est mesu-

rable

Puisque E est séparable et réflexif, les trois notions de mesurabilité coincident.

Avec ces définitions, on a la caractérisation suivante :

Proposition 1.6. [12] P52

f est intégrable sur 2 au sens de Bochner si et seulement si
f est fortement mesurable et/ | fllgdx < . (1.25)
Q

1.3.8.2 Espaces LP(Q); E)

Définition 1.31. [12] P52

Ona:
LP( E) = {f : 0 — E, fortement mesurable et/ | fli%de < oo} /p.p.
Q
pour p € [1,50].

L>®( E) ={f:Q — E, fortement mesurable et

3C > 0 telle que || f(z)||g < C p. p dans Q} / p.p.

que U'on munit (respectivement) de la norme

1

p

ol = ( [ )"
Q

|w||Loe(.p) = inf {C > 0: |Ju(z)||g < C p.p dans Q}.
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Remarque 1.4.
a) Lorsque l'on ne précise pas Uespace E, cela veut dire que U'on prend E = R et on

note LP(Q)) = LP(Q; R).

Dans la suite, on prend p € [1, oo[ et on note p’ son exposant conjugué. L'inéga-

lité de Cauchy-Schwarz se généralise comme suit :

Proposition 1.7. [12] P52
Soit T > 0. Pour tout f € LP(0,T; E) et g € L (0,T; E'), la fonction réelle {g(t), f (1)) & &

est intégrable sur (0,T"). De pluson a :

T
/0 [{g(0), F () e ldt < |gll o 0,70 | [l o 0.7 (1.26)

Théoreme 1.21. (Convergence dominée de Lebesgue). [12] P54

Soit p € [1;00] et (fim)men C LP(2; E) qui vérifie les deux conditions suivantes :

1) fm — fp.psurl

i) Il existe g € LP() telle que, || fm||z < g p.p.
Alors f,, — f dans LP(); E).

Le théoréme suivant regroupe certaines propriétés topologiques de ces espaces :

Théoréme 1.22. [12] P53

a) Pour tout p € [1;00], LP(Q; E) muni de ||.|| 1o(o;5) est un espace de Banach.
b) Si E est séparable et p < 400 alors LP(); E) est séparable.

c) Si E'est séparable alors pour tout p € [1; o] fixé, Uapplication

g€ Lp,(Q; E'Y— T, e (LP(L E))  telle que (Ty, f) = /Q(g(:p), f(x)) g pdx

est un isomorphisme.
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Théoreme 1.23. ( Fubini). [12] P55
Soient € C R™ et Qy C R"2 deux ouverts et f € L'(Qy x Qy; E). Alors pour presque
tout x € (Q, Uapplication partielle y € Qy — f(z,y) € E est intégrable. De plus

Uapplication = € )y — f92 f(z,y)dz est intégrable et on a :

/lemf(l”?y)dl’dy = /Q < N f(say)dy) dx = /Q ( X f(x,y)dx) dy.

1.3.8.3 Espaces W'?(I; E)

Définition 1.32. [13] P43

Soit I un ouvert de R et p € [1,+00] . On définit Uespace
WY (I, E) = {u € LP(I;E) | v € LP(I; E)}
que U'on munit de la norme

lullwrr ey = llulleeaey + 10| o r:m)-

Notons que v’ est la dérivée au sens des distributions de w.

Théoréme 1.24. [13] P43

Pour tout p € [1,4o0], WP(I; E) est un espace de Banach.

Proposition 1.8. [13] P43

Si E est séparable et p < 400, alors W' (I; E) est séparable.

Proposition 1.9. [13] P44

Sil < p< +oo et E est séparable réflexif, alors WP (I; E) est réflexif.

1.3.9 Distributions a valeurs vectorielles

L’espace vectoriel des distributions sur €2, a valeurs dans E est noté D'(Q); E).
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Définition 1.33. [12] P62

On appelle distribution sur ) a valeurs dans E, toute application T vérifiant les

conditions suivantes :
i) T est une application linéaire de D({2) dans FE.

ii) T est continue, dans le sens ot l'implication ci-dessous est vérifiée :
o — o dans D(Q) = (T, pr) = (T, ) Vo € D(Q).

Théoréme 1.25. [12] P63
Soit f € LY(Q; E). On considére Ty définie par :

Ty, ) = / fodr, Yy e D).

On a les résultats suivants :
i) Ty € D'(QE).
ii) Uapplication f € L'(Q; E) — Ty € D'(Q2; E) est linéaire, continue et injective. Ceci
permet d’identifier L'(2; E') a un sous espace de D'(); E) ;
iii) la fonction f est indéfiniment dérivable au sens des distributions. Si de plus f €

CY(Q; E) alors on a

T, =Ty (1.27)
Considérons 7 > 0.
Lemme 1.4. [12] P64
Soit v € L*(0,7; E) alors
T, = 0 dans D'(0,7) <= u(t) = C presque partout dans (0,7), (1.28)

ot C' € F est une constante.
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Proposition 1.10. [12] P65
Soit E un espace de Banach, de dual E’ et soient u, g € L*(0,7; E). Les trois propriétés

suivantes sont équivalentes :

i) la fonction u coincide presque partout avec une primitive de g i.e. 3¢ € E et

t
u(t) =¢ +/ g(s)ds, presque partout t € (0,7),
0

ii) pour toute fonction test p € D(0,7) on a

/ ") ()t = — / "o (t)dt (1.29)

(ou autrement dit : g = u’ dans le sens D'(0, 1; E)),

ii)) Vn e E’
d

E@% u) = (n,g), dansD'(0,7). (1.30)

Si U'une de ces propriétés équivalentes est satisfaite, alors u coincide presque partout

avec une fonction u € C([0,7]; E).

1.3.10 Quelques résultats utiles en EDP

Dans ce qui suit, U un ouvert de R*, Q2 est un ouvert de RY et / un ouvert de R.
On note )\, la mesure de Lebesgue en dimension d. Aussi, F, F', G sont des espaces
de Banach.

i) [13] P27 et P28
Lorsque p € [1;00], 'espace L? (U;LP(f2)) est canoniquement isomorphe
a l'espace LP (U x Q). D'ou L? (U; LP(2)) est naturellement identifiable a
LP (U x Q).

ii) [13] P39

Lorsque 7' € D'(I; E) et l : E — F est linéaire continue entre espaces de
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Banach, on définit la distribution {(T") € D'(I; F') par

Vo € D(I), ((T), o)pr1;r),001) = LT, ©)pr(1:8),D(1))

[(T') est bien une distribution vectorielle sur / a valeur dans F' et on a

I(T") = I(T).

Proposition 1.11. [13] P53
Soit 1 < p < +o0. [ : E — F est linéaire continue alors [ induit Uapplication linéaire

continue
W0, T; E) — WY (0,T; F)

u I(w)
et on a, pour tout u € W'?(0,T; E), (I(v)) = l(v) dans L?(0,T; F).

Ce résultat nous permet de démontrer des relations tres utiles pour obtenir des
estimations sur les solutions d’EDP.
Par exemple, si 1 < p < +o0, Q est un ouvert de RY et u € WP(0,T; L*(2)) ()),

on veut montrer que I'on peut écrire (en un certain sens a préciser)

d d
pr Qu(t,x)dx—/%u(t x)dx.

Avec ce qui précede, c’est trés simple : soit [ : F = L'(Q2) — R lapplication
linéaire continue définie par I(f) = [, f(z)dx; on sait, puisque v € W'?(0,T; E)
que [(u) = [, u(t,z)dz est dans W'P(0,T;R), et on peut donc parler de sa dérivée
comme élément de L?(0;7'); on sait de plus que cette dérivée est [(u) = I(u') :
Jq u(t,z)dz ce qui donne la relation voulue ( £ [, u(t,z)dz est une dérivée au
sens des distributions dans |0; 7| et '’égalité a lieu dans L?(0;T), i.e. pour presque

tout ¢ €]0; 7).

Proposition 1.12. [13] P54

Soit (p,q) € [1;+oolet 1 <r < footelsque , +, = ;.S B: ExF — Gest
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bilinéaire continue alors B induit Uapplication bilinéaire continue

W0, T; E) x Wh4(0, T; F) — W (0,T;G)

(u,v) B(u,v),

On a de plus, pour tout (u;v) € W'(0,T; E) x W4(0,T; F),
(B(u,v)) = B(v,v) + B(u, ') et
V(s,t) € [0; T, [1 B(u(r),v'(1))dr = B(u(t),v(t))—B(u(s),v(s))— [ B(u/(),v(r))dr.

Ce résultat nous permet aussi de justifier un calcul tres fréquent en EDP : I'in-
tégration par parties.
Par exemple, si (u;v) € H'(0,T;L*(Q)) := W2(0,T; L*(2)), en considérant B :
L*(Q) x L*(Q2) — R bilinéaire continue définie par B(f;g) = [, f(z)g(x)dz on

obtient

/OT/Q (t, x)ilt (t,x)dxdt = /Qu(T,a:)v(T, x)dx—LU(O,x)v(O,x)dx

—/OT/Qu(t,x)%

En se souvenant que, lorsque (f,g) € L?(0,T; L*(Q)), on a fg € L'(0,T; L' (Q2)) =
L'(]0,T[ x Q) on peut aussi remplacer toutes les intégrales fOT J,, ci-dessus par des
intégrales f]O’T[XQ

On constate aussi, avec B : L*(Q) x L*(Q) — L'(Q) définie par B(f,g) = fg,
que pour toute application v € H'(0,T;L*(Q2)), on a u* € Wh(0,T; L' (Q)) et

L(u?) = 2u.

Proposition 1.13. [13] P56

Soit T > 0 et © un ouvert de RY. Soit (p, q) € [1,+oo[. Les deux assertions suivantes

sont équivalentes :

D Whe(0,T; L(Q)),
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ii) L.(]0,T[ x Q) vérifie

loc
r :
/ (/ |u(t,x)|qu) dt < 400,
0 Q

et % € L} (0, T[ x Q) vérifie

loc
T ou )Z
—(t,x)|%dzx | dt < 4o0.
[ ([5Gl
ou

Dans ce cas on a, pour presque tout t € [0,T[, u'(t)(.) = %;(t,.) presque

partout sur ().

Remarque 1.5. 88—”; représente la dérivée, dans la direction t et au sens des distribu-

tions sur |0, T[ x Q de u € L;,.(]0,T[ x Q).

loc

Proposition 1.14. [13] P58
Soit E un espace de Banach tel que D(2) s’injecte continument et densément dans F.

Soit L}

loc

(10, T[x Q) = LY(0,T; L*(2)); on note Dyu la dérivée de u dans D'(]0, T x Q)
et u; la dérivée de u dans D'(0,T; L' (Q2)).
) Si D e LY0,T;E'), onau, = Dyudans D'(0,T; E' + L'(Q)),

i) Siuy € LY(0,T;E"), on au; = Dyu dans D'(]0,T] x Q).

1.3.11 Espaces intermédiaires

Soient X et Y deux espaces de Hilbert séparables telles que :
X CY, X dense dans Y avec injection continue (1.31)

Soient (.,.)x et (.,.)y les produits scalaires respectivement dans X et dans Y.
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Lemme 1.5. [41]
A toute forme bilinéaire continue a sur X, on peut associer un opérateur linéaire

continu A de X dans X' telle que
a(u,v) = (Au,v)xr x, Yu,ve€ X.

Soit A un opérateur linéaire (de domaine D(A)) d'un espace de Banach E dans

E. Nous désignons par p(A) I'ensemble résolvant de A défini par :
p(A) :={X e C| (M — A) estbijectif et (A\] — A)~" est borné sur E'}

et 0(A) := C\ p(A) son spectre, qui se décompose en trois sous-ensembles :

— P, . il contient tous les )\ tels que 'opérateur linéaire A\I — A n’ait pas d’inverse,
c’est le spectre ponctuel et ses éléments sont les valeurs propres de A;

—C, : il contient tous les A pour lesquels 'opérateur linéaire A/ — A ait un inverse
dont le domaine est dense dans F mais qui n’est pas continu. C’est le spectre
continu;

— R, : il contient tous les A\ pour lesquels 'opérateur linéaire A/ — A ait un inverse

dont le domaine n’est pas dense dans E. C’est le spectre résiduel.
Définition 1.34. [26] P1

—L’opérateur linéaire A est positif si |—o0, 0] C p(A) et

M :=sup [N + A) 7Y < oo.
A>0

—Sien plus, 0 € p(A), Uopérateur A est dit strictement positif.
On suppose que « € |0, 1[ et que 'opérateur linéaire A est positif.

Définition 1.35. [26] P57 et P58

L’opérateur de Balakrishnan de base A et d’exposant « est un opérateur linéaire, noté
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J4, de méme domaine que A et défini par :

sin(a)

Vo € D(A), J§:= / t* Nt 4+ A) " Axdt. (1.32)
0

T

J§ est bien défini. En effet :
[e's} 1 00 M
/ ||ta_1(t]+A)_1Ax||dt§/ ta‘l(M+1)||det+/ ta_17||Ax||dt
0 0 1

avec M de la Définition 1.34.
On peut maintenant définir les puissances A“.
Définition 1.36. (Puissances fractionnaires) [26]
Une puissance fractionnaire de Uopérateur A, notée A°, est définie par :
) A*:= Jq, lorsque Uopérateur linéaire A est borné sur E;

i) A* := (J$_,)7", et prolonge JS, lorsque I’ opérateur linéaire A est non-borné et
0€p(A);

iii) A% := lim. o+ (A + €)*x, lorsque Uopérateur linéaire A est non-borné, 0 € o(A)

et D(A%) donné par

{x €ED(A)|Jeg>0,V0<e<egy:xe€D(A+¢e)), lim(A+¢e)% existe}

e—0t

Construction de 'opérateur A. [23] P11 a P13

L’espace X peut étre défini comme le domaine d’un opérateur A non borné
(noté D(A)) dans Y, autoadjoint, positif (A étant d’ailleurs non unique!), X ayant

une norme équivalente a la norme du graphe

(lull3 + Aul})®,  we DA) = X. (1.33)
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Désignons par D(S) I'ensemble des u tels que la forme antilinéaire

v (u,v)x, vEX (1.34)

soit continue pour la topologie induite par Y. Alors

(u,v) x = (Su,v)y (1.35)

Ce qui définit S comme un opérateur non borné dans Y, de domaine D(S5).

On vérifie que :

S est dense dans Y,

S est un opérateur auto-adjoint, i.e. S coincide avec S* (ce qui signifie que leurs
domaines coincident) et strictement positif. En effet, il existe une constante c telle
que :

(Sv,v)y = [vl% > cllvlly- (1.36)

Utilisant la décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints (voir [44], [35],
[39]), on peut définir les puissances S? de S, # € R (et méme 6 € C.)

On utilisera en particulier

=

A=53. (1.37)

L’opérateur A est auto-adjoint positif dans Y, de domaine X. On déduit des équa-

tions (1.35)-(1.37) que :

(u,v)x = (Au, Av)y. (1.38)

L’opérateur S dépend du choix des produits scalaires sur X et Y sans changer
évidemment les topologies de X et Y et donc 'opérateur A dépend aussi de ces

produits scalaires; il n’est donc pas intrinsequement lié aux espaces X et Y.

Définition 1.37. [23] P13
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Sous Uhypotheése (1.31) et A étant défini par (1.37) on pose

[X,Y], = D(A*?), (domainede A'*™%), 0<6<1 (1.39)

SIS

avec norme sur [X,Y], = norme du graphe de A*~% i.e. (||ul} + [|A*%ul})

du graphe de A'=°, qui en fait un espace de Hilbert.

Remarque 1.6. [23] P13

—Ona:

(X,)Y], =X, [X,)Y];=Y

Des propriétés de la décomposition spectrale, il résulte que X est dense dans [X,Y],.

espace W (a,b) [23] P13
Soient a et b deux nombres réels, finis ou non, a < b.
Nous allons nous intéresser aux propriétés de densité, de prolongement et de conti-
nuité dans ces espaces dits « intermédiaires ». Pour cela, nous introduisons un

nouvel espace :

dm
Pour un entier m > 1, onpose W (0,7) = {u |ue L2 (a,b; X), —— = u™ € L*(a, b Y)} :

dgm
(1.40)

ot u(™ est calculée au sens des distributions D' (Ja, b[; X ). Muni de la norme
1
lullwas = [lullzz@sx) + 14" lz2@em)] (1.41)

W (a,b) est un espace de Hilbert (en effet c’est un espace complet pour cette
norme).

Donnons a présent le « théoreme des dérivées intermédiaires ».

Théoréme 1.26. [23] P19
Soient X et Y deux espaces de Hilbert avec (1.31) et [X, Y], défini par (1.39).
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Siu e W(a,b),ona:
ub € L*(a,b;[X,Y];,,), 1<j<m-—1. (1.42)

En outre, Uapplication u — u") est linéaire continue de

W (a,b) — L? (a, b [X, V7, /m) .
Nous énoncons ensuite les propriétés de densité, de prolongement et de conti-
nuité.
Notons que D([a,b]; X) désigne 'espace des fonctions qui sont indéfiniment

différentiables pour a < ¢t < b a valeurs dans X et a support compact.

Proposition 1.15. (Densité) [23] P14

L’espace D([a,b] ; X) est dense dans W (a, b).
Dans la suite, nous prenons m > 1.

Proposition 1.16. (Prolongement). [23] P17
On suppose que l'un au moins des a et b est fini. Il existe un opérateur linéaire continu

u — p(u) de W(a, b) dans W (400, +00) tel que
p(u) = u presque partout sur |a,b|. (1.43)

Proposition 1.17. (Continuité). [23] P23

Considérons a et b finis. Pour tout u € W(a,b), ona:

u? € C([a, b [X, Y] 1)), 1<j<m—1. (1.44)

Uapplication u — u'?) étant linéaire continue de W (a, b) dans C([a, b] ; [X,Y] 1y /m):

Dualité [23] P34
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Puisque

X C[X, Y], CY, (1.45)

chaque espace étant dense dans le suivant, on a par dualité (sans aucune identifi-

cation entre espace et son dual) :
Y' C X, Y], CcX (1.46)

Enoncons maintenant le théoreme de dualité dans les espaces intermédiaires.

Théoreme 1.27. [23] P34
Pour tout § € 10,1, on a :

X, Y], = [X, Y] (1.47)

avec équivalence des normes.

1.3.12 Existence et unicité de solution d’un probléme d’évolu-
tion
1.3.12.1 Quelques rappels sur la théorie des semi-groupes

Soit H un espace de Hilbert réel.

Définition 1.38. [34] P1

Soit X un espace de Banach. une famille a un paramétre T'(t), 0 < t < oo, d’opé-
rateurs linéaires bornés de X dans X est un semi-groupe dopérateur d’opérateur
linéaire borné sur X si

i) T(0) = I (I est Uopérateur identité sur X),

i) T(t+s)=T(t)T(s), Vs,t >0 (lapropriété du semi-groupe).

Définition 1.39. [34] P4

Un semi-groupe T'(t), 0 < t < oo d’ opérateurs linéaires bornés sur X est un semi-
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groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés (ou est un Cy-semi-groupe)
Si:

lim T'(t)r = x, Vx € X. (1.48)

t—0t

Définition 1.40. [34] P8

Soit T'(t), 0 < t < oo un Cy semi-groupe. Il est dit contractant si :

T () e < 1, ¥t > 0. (1.49)

Définition 1.41. [34] P1

L’opérateur linéaire A défini par

T(h)x —
D(A) = {x e X | lim LMT=2 existe} (1.50)
h—0t h
et
. T(h)r—x
Ax = hll}r(x)lJr ——,—— Ppourx € D(A). (1.51)

est le générateur infinitésimal du semi-groupe T'(t), D(A) est le domaine de A.

Définition 1.42. [18] P5 et P4

A est dissipatif dans H si et seulement si
(Au,u) <0, Yue D(A). (1.52)
Si, en plus, il existe \g > 0 tel que Uopérateur I — \gA est surjectif, alors il est dit

m-dissipatif.

Enoncgons les deux théorémes suivants qui sont tres important dans la réalisa-

tion de nos travaux.

Théoréme 1.28. (Lummer-Phillips) [34] P14

Soit A un opérateur linéaire de domaine dense dans X.
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) Si A est dissipatif et il existe Ao > 0 tel Im(A\gI — A) = X alors A est générateur

infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe de contractions sur X.
ii) Si A est générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe de contractions sur X alors

A est dissipatif et Im(\l — A) = X.

Théoréme 1.29. [34] P5

Soit A le générateur infinitésimal d'un Cy- semi-groupe de contractions (T'(t)),s.

Alors :

i) le domaine D(A) de A est dense dans H ;

ii) A est un opérateur linéaire fermé.

1.3.12.2 Existence et unicité de solution
Théoreme 1.30. (Cauchy-Lipschitz-Picard). [7] P 104
Soient X un espace de Banach et F' : X — X une application telle que

|F(u) — F(v)||x < L|lu—v|x, Yu,veX (L>0).

Alors pour tout ug € X, il existe u € C*([0, +oo[; X) unique telle que

du(t) = Fu(t), t>0
dt (1.53)

u(0) = up.

Soit le probleme d’évolution ( probléme de Cauchy abstrait )

du(t)
uw(0) = up.

Théoréme 1.31. [34] P102

Soit A un opérateur linéaire dense dans un espace de Banach X d’ensemble résolvant
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p(A) non vide. Le probléme de Cauchy (1.54) admet une solution unique pour uy €
D(A), qui est continue et différentiable pour tout t > 0 si et seulement si A générateur

infinitésimal d’'un Cy- semi-groupe de contractions (T(t)),, sur X.

Théoreme 1.32. (Hille-Yosida-Phillips)[15] P 6
Soit X un espace de Banach et A un opérateur m-dissipatif dans X, de domaine
dense. Alors il existe un unique semi-groupe de contractions T'(t) tel que pour tout

ug € D(A), u(t) = T(t)up est Uunique solution du probléme (1.54) avec
ue ! ( 0, +oo[;X> N 0( [o,+oo[;D(A)) (1.55)

Remarque 1.7. [7] u est appelée solution « classique » de (1.54). Dans le cas gé-
néral ot uy € H, il peut se produire que u(t) ¢ D(A), ¥Vt > 0 et que u(t) ne soit
différentiable en aucun point de |0, +oc[. Donc, a fortiori u(t) ne peut pas étre une
solution « classique » de (1.54). En fait, dans ce cas, le probléme (1.54) ne posséde
aucune solution au sens classique. Néanmoins, on considére u(t) comme une solution

« généralisée » de (1.54).

Remarque 1.8. [34] P105

Il existe de nombreuses maniéres de définir une solution généralisée du probléme
(1.54). Tous ménent finalement a T'(t)x. Une telle facon de définir une solution géné-
ralisée de (1.54) est la suivante : Une fonction continue u sur [0, oo[ est une solution
généralisée de (1.54) s'il existe x, € D(A) tel que x, — u(0) quand n — oo et
T(t)x, — u(t) uniformément sur des intervalles bornés. Il est évident que la solu-
tion généralisée ainsi définie est indépendante de la la suite {x,}, est unique et si
u(0) € D(A) elle donne la solution de (1.54). Clairement, avec cette définition de so-
lution généralisée, (1.54) a une solution pour tout x € X et cette solution généralisée

est T'(t)x.

Définition 1.43. [1/]

Un probléme est dit bien posé
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- s’il admet une solution et une seule,

- si cette solution dépend continument des données initiales.

En particulier le probleme (1.54) est bien posé (au sens des Cy-semi-groupe de
contraction) s’il admet une unique solution (sous la forme d’'un Cy-semi-groupe de

contraction) qui dépend de facon continue des données initiales .

1.3.13 Principe d’invariance de LaSalle et stabilité forte

Dans toute cette sous section, H est un espace de Hilbert, £(H ) désigne 'espace

des applications linéaires continues de H dans H. A est le générateur infinitésimal
d’un Cy-semi-groupe (S(t)),, de contractions sur H.
Nous commencons par introduire des notions relatives a I’étude du comportement
asymptotique (trajectoires, ensemble w-limite...) des systemes dynamiques puis
nous introduisons la notion de fonction de Lyapunov et le principe d’invariance
qui sont des outils commodes pour étudier la stabilité de tels systemes.

Considérons la définition suivante pour les systémes dynamiques.

Définition 1.44. [18] P10
Soit (Z,d) un espace métrique complet.
Un systeme dynamique sur Z est une famille (S(t)),, d’application sur Z telle que :
D St)eC(Z,2), Vt>0,
i) S5(0) = 1o,
ii) S(t+s)=95(t)oS(s), Vs, t>0,
iv) Vze Z,5(t)z € C([0,4+00), Z) .

Définition 1.45. (Trajectoire, ensemble w-limite). [18] P 11
Pour tout z € Z,
i) La courbe continue t — S(t)z est appelée trajectoire issue de z.
ii) L'ensemble w(z) = {y € Z / 3t,, — +o0; S(t,)z — y, lorsque, n — +oo} est

appelé ensemble w-limite de =.
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1.3.13.1 Principe d’invariance de LaSalle

Définition 1.46. (Fonction de Lyapunov).
La fonctionnelle V : H — R est appelée candidate pour une fonction de Lyapunov
pour un systeme dynamique si elle vérifie :

) V(z) >0, Vze H\{0},

i) V(0)=0,

iii) V(z) <0.

Théoreme 1.33. (Principe d’invariance de LaSalle). [18] P 18
Soit V' une fonction de Lyapunov pour {S(t)},-, et soit z € Z tel que Uy>oS(t)z est
relativement compacte dans Z . Alors

D) c= tgr—r&-loo V(S(t)z) existe;

i) V(y) =c,Vy € w(z).
En particulier : Vy € w(z), ¥t >0, V(S(t)y) =V (y).

1.3.13.2 Stabilité forte

Dans le cas ou le systeme dynamique (S5(?)),, est un semi-groupe de contrac-
tions (linéaire) sur un espace de Banach X, pour établir que les trajectoires sont
précompactes dans X, il suffit de montrer qu’il existe un A > 0 tel que la résol-
vante R()\, A) soit compacte et on montre dans ce cas que pour tout z; € D(A),
I'ensemble w-limite correspondant w(z,) est contenu dans D(A), ce qui permet de
mieux le caractériser , en particulier, lorsqu’il existe une fonction de Lyapunov

différentiable. Le principe d’invariance de LaSalle s’énonce alors comme suit :

Proposition 1.18. [21] P 19
S’il existe une fonction V telle que % < 0 le long des trajectoires de S(t), et un réel
A > 0 tel que la résolvante R(\, A) soit compacte, alors pour tout zyp € X

1) La trajectoire {S(t)z0}, est précompacte dans X,
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i) Sizy € D(A), Uensemble w(z) est contenu dans M,

olt M est le plus grand sous ensemble invariant de S = {z € D(A) / 4 (z) = 0; Vt > 0}

Remarque 1.9. [2]1] P 20
En pratique, pour montrer que les solutions convergent vers le point d’équilibre O, on

montre que l'ensemble M est réduit a {0}.

Définition 1.47. (Différents types de stabilité) [21] P 19

i) Le semi-groupe S(t) est dit fortement (ou asymptotiquement) stable si

lim S(t)z =0, Yz € H. (1.56)

ii) Il est dit exponentiellement, (ou uniformément) stable si

lim [[S(t)]cx) =0, Vo € H. (1.57)

t—+00

ou, d’une maniere équivalente, s’il existe deux constantes M et o > 0 ) telles que

IS@)llecr) = Mexp™®. (1.58)

iii) Enfin, on dit que le semi-groupe S(t) est faiblement, stable si

lim (S(t)z,y) =0, Va,y € H. (1.59)

t——+o0

Pour la derniére définition, H est supposé un espace de Hilbert et (.,.)y son produit
scalaire. Il est bien connu que dans le cas ou L’espace X est de dimension finie, nous

avons les équivalences suivantes i) < ii) < iii).




Chapitre 2

Etude numérique pour une équation
de poutres d’Euler-Bernoulli a

coefficients constants

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions une poutre flexible d’Euler-Bernoulli fixée a
une extrémité. A l'autre extrémité, on applique un controle force et un contrdle
moment ponctuels proportionnels respectivement a la vitesse et a la vitesse de

rotation. Les mouvements du systéme sont décrits par les équations suivantes :

Y (T, 1) + Ypzwa(2,8) =0, 0<2 <1, t>0 2.1

y(0,t) = y,(0,8) =0, t>0 (2.2)

Yor(1,1) = —Byu(1,1), t>0 (2.3)

Yeoe (1, 1) = oy (1,t), t>0 (2.4)

y(2,0) = yo(x), yi(z,0) =wvo(z), O<a<1 (2.5)
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avec y(x,t) qui représente la déviation transversale a la position = et au temps
t. Nous supposons que « , 3 sont deux constantes strictement positives et que la
longueur de la poutre est égale a 'unité.

Notons qu’un tel systéme, a servi de modele mathématique dans le cadre du pro-
gramme COFS (Control of Flexible Structures) [10] initié par la NASA afin de
modéliser un long mat flexible de 60 metres de long fixé a sa base sur une na-
vette spatiale et controlé a 'autre extrémité par un CMG (Control Moment Gyro).
La stabilité exponentielle d’un tel systéme a été prouvée dans [19]. Le systeme
(2.1)-(2.5) a été considéré par Mensah E. Patrice [28]. A partir de la méthode
de Shkalikov [37], une analyse spectrale de 'opérateur a été effectuée. De plus,
en utilisant la méthode des différences finies, 'auteur a construit un schéma nu-
mérique afin d’étudier le lieu des valeurs propres en fonction des parameétres de
rétroaction positifs « et f3.

Dans notre étude, nous écrivons ce probleme sous la forme d’'un probléeme de
Cauchy abstrait sur un espace de Hilbert convenable et nous montrons le carac-
tere bien posé au sens des Cy-semi-groupes du probléeme de Cauchy. Puis, nous
prouvons l'existence, I'unicité et la régularité de la solution faible au moyen de la
méthode de Faedo-Galerkin avec les espaces intermédiaires définis dans [23] et
les travaux d’Evans [14]. Ensuite, en utilisant la méthode des éléments finis avec
les fonctions polynomiales cubiques d’Hermite, nous développons un schéma nu-
mérique semi-discret stable et convergent qui reproduit fidelement les propriétés
du probleme (2.1)—(2.5) telle que la dissipativité. Enfin, une estimation de 'erreur
a priori pour 'approximation semi-discréte obtenue et 'ordre de convergence sont
données en utilisant une méthode décrite dans [3, 4].

La suite de ce chapitre est organisée comme suit. Dans la section 2.2, le carac-
tere bien posé du systeme (2.1)—(2.5) est établi. La section 2.3 est consacrée a
I'existence, I'unicité et a la régularité de la solution faible. Dans la section 2.4,

nous développons une méthode numérique semi-discrete stable et convergente en
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utilisant la méthode des éléments finis. Aussi, une estimation d’erreur a priori et

I'ordre de convergence sont obtenus.

2.2 Caractere bien posé du probleme

Considérons I'espace suivant :
H?(0,1) = {y € H*(0,1) : y(0) = y,(0) = 0} .

On associe au systéeme (2.1)—(2.5) I'énergie mécanique suivante :

1, 1,
E(t)zﬁ/o ytdx+§/0 Yo dr. (2.6)

Soit y, € H#(0,1). Afin d’obtenir la dérivée de E(t) le long des solutions classiques
du systeme (2.1)-(2.5), on multiplie (2.1) par y, et en intégrant sur (0,1), on

obtient :

1 1
/ Yulpdr + / YeazeYrdr = 0.
0 0

Ensuite, en considérant la Proposition 1.11 et la Proposition 1.13, on effectue deux
intégrations par parties sur la deuxiéme intégrale de I'expression précédente. De

plus, en utilisant les conditions aux bords (2.3)-(2.4) ,on a :

1 1
/ Ypyrdx + / YpoYtoadlT = — [.%(1)]2 - [ywt(l)}z :
0 0

S5 [ rter g [ vhte] = —aluP - 8t

D’ou,on a:

CB() = —o )P ~ Bl <0 (2.7)
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L’expression (2.7) montre que 1'énergie F(t) du probleme continu décroit dans le
temps.

Considérons maintenant ’espace de Hilbert
H={z=(u,v)" 1ue H}0,1),v e L*0,1)} = H(0,1) x L*(0,1), (2.8)
muni du produit scalaire
1 1
(z,2) = / vodx +/ Uy U AT 2.9
0 0

avec z = (u,v)" € H, 2 = (4,0)" € H et].||» la norme associée. T en exposant

désigne la transposition matricielle.

Le systeme (2.1)—(2.5) s’écrit comme une équation d’évolution sur H :

d

—w(t) = Aw(t

() = Aw(t) (2.10)
w(O) = wWq € H,

ottw(t) = (y(., 1), (., t)) ", w(0) = (yo,ve) " pour tout ¢ > 0.

L’opérateur linéaire A : D(A) C H — H de domaine

D(A) = {(£,9) € (HE0,1) 1 H(0,1)) % HE0,1)  fuul(1) = =B0,(1), Fuwa(1) = ag(1)}
(2.11)

est tel que

A / = g . (2.12)

g - f:m:mm

Théoréme 2.1. L'opérateur A défini par (2.11)—(2.12) engendre un Cy-semi-groupe
de contractions dans H noté {T'(t)},5, et est a résolvante compacte. De plus, A~"

existe et est compact.
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Démonstration.
—Montrons que 'opérateur A est générateur d’'un Cy—semi-groupe de contractions.
Pour cela, commencons par prouver que A est dissipatif.

Pour tout w = (f,g)" € D(A),

(Aw, w)y = < (9, = frazz) 9)T>H

1 1
= / _fa:xm:gdx + / ga:mfza:dx
0 0

En intégrant deux fois par parties la premiere intégrale de I'expression précédente

et en utilisant les conditions aux bords (2.3)-(2.4), on a

= —a[g(D)] - Blg.(V]"

Ainsi, (Aw,w)y < 0 et 'opérateur linéaire A est dissipatif.
Prouvons a présent que I — A : D(A) C H — H est surjectif c’est-a-dire pour tout
(f,9)T € H, il existe (y,v)" € D(A) telle que (I —A) (y,v) = (f,g). Ceci nous

raméne de facon équivalente a chercher (y,v) " solution du systéme

v=y—f (2.13)

Y + Yrzzx = (9 + f) (2.14)
Yoz (1) = —Bvy(1) (2.15)
Yzaz(1) = av(1) (2.16)

ot (g+ f) € L(0,1).

On multiplie (2.14) par ¢ € H?(0,1) et on integre sur (0,1). Aprés deux intégra-
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tions par parties et en considérant les conditions (2.15)-(2.16), on obtient :

a(y, ) = L(y) (2.17)

avec

1 1
Mw:=AWMﬁAW%MHMW®+%M%W
1

Lip) = / (94 Doz + af(Dp(1) + Bfa(1)pa(L).

La forme bilinéaire af(., .) est continue, coercive sur H7?(0,1) x H?(0,1) et la forme
linéaire L(.) est continue sur H?(0, 1).
En effet, soient y,» € H?(0,1) et z € (0,1). En utilisant les inégalités de Cauchy-

Schwarz, la Remarque 1 p. 56 et le Corollaire IX.13 p. 168 de [7], on a

laly, )] < / lylloldz + / | [l + aly(D)]lo(1)] + Blys (D)l pa (1)

la(y, )] < [[Yllz20n lellz201) + [Ywall 1201 192l 2200,1) + llyllcoll@lloc + BllYalloo @zl

la(y, ©)| < 2+ C(a+ ) Iyl mzom lellazo.0)-

Avec C' une constante strictement positive. a(.,.) est donc continue sur H?(0,1) x
H?(0,1) .

Aussi,

1 1
a@w%=/\mmx+/1MM%x+MwDF+BWAUP
0 0

= 1YllZ201) + 19llz20.0) + 2y + Bly= (D)

> (920,

Par conséquent, af.,.) est coercive sur H?(0,1) x H?(0,1).
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De plus, on a

|L(p)] S/O (gl + 1FDleldz + al f (D[] + Bl f2(D]@x(1)]

< (lgll 2. + 1 fllz200) lellz200) + el fllssllelloe + Bll fallooll ol

IN

C”@HH?(OJ)-

Avec C une constante strictement positive. L(.) est donc continue sur H?(0, 1).
Ainsi, d’apres le Théoréme de Lax-Milgram, on peut trouver une solution unique
y € H?(0,1) N H*(0,1) pour (2.17).

Soient maintenant y solution de I'équation (2.17) et ¢ € D(0, 1).

Apres deux intégrations par parties de (2.17), on obtient :

1 1 1
/ y@dx + / y:ca:xz@dx = / (g + f)godx
0 0 0

Considérons h = (g + f). On a,

1 1 1
/ ypdr + / YozrePdl — / hpdzr =0
0 0 0

/01 ((y + Yzzawa) — h)god:c = 0.

D(0,1) étant dense dans L?(0, 1), alors on a :
(Y + Yzzzz) — h = 0 p.p. sur (0,1).
D'otiona:
(Y + Yuzzw) = h dans D'(0,1).

En utilisant en particulier ¢ € H?(0, 1), on retrouve les conditions aux bords. En
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effet, on a apres deux intégrations par parties

1 1
/ Y22 Paad® = Yoz (1)02(1) = Yaze(1)p(1) +/ YzzzzPd. (2.18)
0 0

Ensuite, en remplacant (2.18) dans (2.17) et en considérant (2.13), on obtient :

[bea (1) + B ()] 02 (1) + [ = (1) + a9(D)] (1) =[B(1) = Bra(D)] 02 (1)
+ ay(1) - av (V)] ()

0ea(1) + Bua(D)] 00(1) + | = Yoaa(1) + av(1) | p(1) =0
En prenant convenablement ¢, on obtient le résultat

Yrze(1) = av(1).

Par conséquent, (y,v)' € D(A) et l'opérateur I — A est surjectif.

L’opérateur A est donc m-dissipatif. Ainsi, d’apres le Théoréme de Lumer-Phillips,
A est générateur infinitésimal d’'un Cy—semi-groupe de contractions.

De plus, d’apres le Corollaire 2.5 p. 5 de [34], A étant générateur infinitésimal
d’un Cy—semi-groupe de contractions alors D(.A) est dense dans H.

-Démontrons maintenant que 'opérateur A est a résolvante compacte.

D’apres ce qui préceéde, 'opérateur A est m-dissipatif. Par conséquent, 'opérateur
I — A est un isomorphisme de D(.A) sur H. De plus, la résolvante de 4 est un
opérateur linéaire et continu sur #. D’apres le Théoréme d’injection de Soboley,
l'injection canonique i : H*(0,1) x H*(0,1) — H?(0,1) x L?(0, 1) est compacte alors
I'injection canonique j : D(A) — H est aussi compacte. De plus, (I — A)~' : H —
D(A) est borné donc (I — .A)~! est compacte ( d’aprés la Proposition VI.3 p.90 de
[71). L’'opérateur A est donc a résolvante compacte.

-Enfin, prouvons que 'opérateur .A~! existe et est compact.
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Pour tout ¥ = (f,g)" € H, nous cherchons un unique ® = (u,v)" € D(A) tel que

A® = V. En considérant AP = ¥, on obtient le systeme suivant

v(z) = f(z), f e H0,1) (2.19)
~Ugaae(T) = g(1), g € L*(0,1) (2.20)
u(0) = u,(0) =0 (2.21)
Upa(1) = —Bug(1) (2.22)

U (1) = aw(1). (2.23)

Par une intégration de I'équation (2.20) et considérant la condition au bord

(2.23), nous obtenons pour tout 0 < z < 1

[ “teantrir = [ gtryin

Ugee () = av(1) —I—/ g(r)dr.

Par une nouvelle intégration de 'expression précédente et considérant la condition

au bord (2.22), on obtient :

/: um(n)dn:/x1 ozv(l)dnJr/x1 /nlg(r)drdn

“ta() = —(1) + ()1~ 2) [ [ glrydrdy
() = BuulV) + a1 =)+ [ [ glrydran
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Par une autre intégration et considérant la condition au bord (2.21), on obtient :

/0 — Uy (€ )de—/ Bu(1 )ds—l—/ av(l) 1—5d5+/ // r)drdnde

() + 12(0) = Bua(1)z + aw(1) x——x / / / r)drdnde
(@) = —Buy(1)z + aw(1) g; ) / / / F)drdnde.  (2.24)

On effectue une derniere intégration. On obtient

/Oxus(s)ds:—/Owﬁvx(l)dsjt/:av( —z% — 1) / / / / r)drdndeds.
u(z) = —mxu)(; )+av(1)( / / / / F)drdndeds.

Par conséquent,

u(z) = — ﬂvx(l)(%x2)+av(1)( —z? ——x / / / / drdndeds}.

De plus,
||A_1(f7 9)||Hl4(0,1)le2(0,1) < C||(f7 Q)HH

avec C une constante strictement positive. D’ ou A~! est borné. Le théoréme d’in-
jection de Sobolev implique donc que A~! est compact sur H.

Ce qui acheve la preuve du Théoréme 2.1. O

Du Théoreme 2.1, et en considérant le Théoreme 1.32 puis la Remarque 1.8 du

Chapitre 1, on obtient le résultat suivant :

Théoreme 2.2. (2.10) admet une solution généralisée unique w(t) = T(t)wy €

C(]0,00); H) pour tout wy € H.

Puisque {7'(t)},., est un semi-groupe linéaire de contractions, ||| est un po-

tentiel candidat pour la fonctionnelle de Lyapunov pour (2.10).
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Soit £ : H — R définie de la maniére suivante

1

1 1 1 1
clw) = glulh =5 [ wido+ [ e (2.25)
0 0

Pour toute solution classique w, on obtient, de facon analogue a (2.7) :

L) = ~alp(VF ~ B (D] <0 (2.26)

Par conséquent, I'évolution dans le temps de la fonctionnelle de Lyapunov tout au
long de la solution classique est décroissante. Notons qu’en raison du manque de
régularité, la dérivée temporelle généralisée de la fonctionnelle £ tout au long de
la solution généralisée w(t) de (2.10) ( avec pour valeur initiale wy € H ) est telle
que

ac

E(wo) = 11\12% sup (

L(w(t)) — E(U}o))

t

qui peut prendre la valeur —oco ( [31] P3036 ).

De plus, {T'(t)},., étant un semi-groupe de contractions, la décroissance de £ tout
au long des solutions classiques peut étre étendue aux solutions généralisées ( voir
[11] p. 13 ) et L est une fonction de Lyapunov pour (2.10).

La Proposition A.1 de '’Annexe A montre que le plus grand sous-ensemble invariant
Mde S ={weH: %(w)=0} est réduit a {0} . L'opérateur A étant & résolvante
compacte, en appliquant le principe d’invariance de LaSalle ( voir Proposition 1.18

du Chapitre 1 ), on a le résultat suivant :

Théoreme 2.3. Soit w(t) la solution généralisée de (2.10) pour tout w, € H. Alors

w(t) — 0 € H lorsque t — oc.

A présent, nous prouvons l'existence, I'unicité et la continuité forte de la solu-
tion faible. Pour ce faire, nous déterminons la formulation faible de notre probléme

et nous définissons la solution faible.
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2.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

Afin d’obtenir la formulation faible de (2.1)—(2.5), nous considérons ¢ € H?(0, 1).
En multipliant (2.1) par ¢, en intégrant deux fois par parties sur [0, 1] et en utilisant

(2.2)-(2.4), on obtient
1 1
0 0

2.3.1 Définition de la solution faible

En s’inspirant des idées des auteurs H.T. Banks et al [2], nous considérons le
triplet (u(1), u,(1),u) avec la notation (u(1),u,(1),u) = (*a,%a,3a).

Soit 'espace de Hilbert Y et son produit scalaire définis par :

Y = {a = (u(1),u.(1),u),u € L*(0,1)},

Avecu € Yetr =cY.

Puis, I'espace de Hilbert X et son produit scalaire définis par :

X ={é=(6(1).6.(1).0),0 € H(0, 1)}

(D1, 02)x = (($1)we: (2)wa)12(0,1)-

X est dense dans Y et l'injection canonique de X dans Y est continue. Par consé-

quent, en prenant Y comme espace pivot, nous obtenons le triplet :
XcycXx

ou X' représente le dual topologique de X.

Considérons a présent les formes bilinéaires suivantes qui interviendront dans la
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définition de la solution faible du probleme (2.1)-(2.5).

aV: X x X 5 R
(él; 952) = G(l)(élaﬂgz) = <$17Q§2>X-
a?: Y xY 5 R

S @) (5 5) — o 1als 242~
) ) - .
(U, 0) = a'“(4,0) =a a v+ p0v

Définition 2.1. Soit T' > 0 fixé. La fonction § = (y(1),y.(1),y) est une solution
faible du probléme (2.1) — (2.5) sur [0, 7] si

9 € L*0,T;X) avec ¢, € L*0,T;Y), ¢y € L*(0,T;X"),

et vérifie :

(e, @) xr.x + aV (G, 0) + a® (G, ¢) = 0 (2.28)

pour presque tout t € (0,7") et pour tout ¢ € X, avec les conditions initiales suivantes

9(0) = 9o = (yo(1), (0)=(1), %0) € X, (2.29)

7:(0) = 99 = (vo(1), (v0)(1),v0) € Y. (2.30)

Dans la Définition 2.1, la forme bilinéaire (.,.)x’ x est le crochet de dualité
entre X et X’ qui coincide avec le produit scalaire dans YV .

Désignons par [X,Y], avec 0 < § < 1, I'espace intermédiaire explicité a la
sous-section 1.3.11 du Chapitre 1. Afin de donner un sens aux conditions initiales
(2.29)-(2.30), rappelons les lemmes suivants qui sont des cas particuliers au Théo-

reme 3.1 p. 23 de [23].

Lemme 2.1. Soit X et Y deux espaces de Hilbert, tels que X soit continument

dense dans Y. Supposons que § € L*(0,T;X) et g, € L*(0,T;Y). Alors, j €




2.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

C ([O, T]; X, Y]%> aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle.
Lemme 2.2. Soit X et Y deux espaces de Hilbert, tels que X soit continument dense
dans Y. Pour tout 6 € ]0,1[, on a

(X, Y], =Y, X |1_q

avec équivalence de normes.
Enongons également le résultat suivant prouvé dans [5] p. 155-157.

Lemme 2.3. Soit H?(0,1) le sous espace de H?(0,1). Alors, il existe une suite de
fonctions {¢;};-, telle que {¢;};-, soit une base orthogonale de H?(0,1) et {¢;};-,

soit une base orthonormale de L*(0,1).

2.3.2 Existence et unicité de la solution faible

Théoreme 2.4. Il existe une unique solution 1 pour (2.28)—(2.30) vérifiant

geL>(0,T;X), (2.31)
jec ([0, ) [X, Y]%> , (2.33)

g, e C <[0,T] X, Y] ) (2.34)

=

Démonstration.
Existence de la solution faible.
Pour la preuve de I'existence de la solution faible, nous utilisons la méthode de

Faedo-Galerkin.

o
=12

D’apres le Lemme 2.3, nous pouvons trouver une suite de fonctions {¢;} qui
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forme une base orthogonale pour X et une base orthonormale pour Y. En consi-
dérant une telle suite, introduisons les espaces de dimension finie engendrés par
{¢i}f:1 et tels que

Vk e N*, T = Vect {(/31, qbk} .

—Etape 1 : Construction des solutions approchées.

Soit k£ € N*. On considere g, (¢) la solution approchée sur V., telle que
() = oi(t)d; € Vi,

avec oi(t) e R (0 <t <T, i=1,.. k) solution de (2.28) sur Vj.

Pour k € N* fixé, on a :

~

(@) D)y + @V (G, @) + P (1)) =0, Vo € Vi, (2.35)

avec les conditions initiales :

k

J6(0) = gko, ko= Y _ ki — fjo dans X quand k — oo, (2.36)
=1
k . A
(9):(0) = 0k(0), x(0) = Dro, ko= »  Bidi — B dans Y quand k — oo (2.37)
=1

ot a}, = 7}(0) et B = (o1):(0).

Les relations (2.35)—(2.37) peuvent étre réécrites de la maniere suivante :

k

> (0 didy (01),, + a®(i.d5) (01), + eV (B0, by)at] = 0, Wi =1, k. (2.38)

1=0
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Ou oy = (a},...,0F) avec les conditions initiales

01(0) = (a}, ..., ak), (2.39)

(o), (0) = (Bg, ..o, B)- (2.40)

En considérant le fait que {gbi}f:l forme une base orthogonale pour X et une base

orthonormale pour Y, I'’équation (2.38) devient

~

(O-k)tt + B (O'k)t + AO’k =0. (241)

avec B = (a®(0.0y)) et A= diag (|Ids]x)

A présent, nous écrivons (2.41), avec (2.39)-(2.40) comme un systeme d’équations

1<i,j<k 1<j<k

différentielles du premier ordre. En posant Z; = (oy, (ak)t)T, on obtient

(Zy), = Fx, (2.42)
Zx(0) = Zyo. (2.43)
Avec
kak Hk
‘F = ~ ~
—A —-B

D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz-Picard ( voir Théoreme 1.30 du Chapitre
1), le systeme d’équations différentielles (2.42)-(2.43) admet une solution unique.
Nous concluons qu’il existe une unique solution g, € C?([0;T], X) pour (2.35)-
(2.37).

—Etape 2 : Estimations a priori sur les solutions approchées.

Soit £ : R x X — R la fonctionnelle d’énergie pour la trajectoire ¢ définie par

A 1. . 1. .
E(t,5) = 513015 + 513011
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Remplacons ¢ par (4 ), dans (2.35). En considérant qu’il existe une solution §j, €

C? ([O; 7], f/k) pour (2.35) sur un intervalle [0; 7], on a :

()t (O)e)y + aM (@, (G)e) + a® (@), (Ge)e) =0

1d 1d

55«%% (Ur)e)y + 5500(1)(?31@, ) + a@ ((Gr)s, (9)) = 0
drl

N L. N N
2 1l 5191 ] + o '@ + 8 Paw)” =o.

On obtient ainsi

pour tout ¢ € [0, 7]. Ainsi, on a la bornitude uniforme de la solution sur [0, 7] :
Ce qui implique que :

{0k} pen st bornée dans C'([0,7]; X) (2.44)

{(Gk)i}ren- estbornée dans C ([0,7];Y). (2.45)

En considérant (2.44)—(2.45), on obtient pour tout QAS cX:

pour presque tout ¢ € (0,7") ou L est une constante strictement positive indépen-
dante de k.
Soit k € N* fixé. Considérons maintenant ¢ € X avec ¢ = ¢; + ¢, telle que ¢, € Vj,

et ¢, orthogonal a Vi, dans Y. Alors, on a ((Uk ), p2)y = 0. De (2.35) et (2.46),
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nous avons :

~

() D)y = (@), 81)y = —aD (G, 1) — a® ((G)e, 21) < Ll @1llx < Ll x.

Par conséquent,

{(9k)tt}pen- est bornée dans C ([0,77;X"). (2.47)

—Etape 3 : Passage a la limite
D’aprés le Théoréme Eberlein-Smulian [8], il existe des sous-suites faiblement

convergentes {7k, },cre L (k) e Hrenes LUk )it biens @avecy € L2 (0,75 X) g € L2 (0, T3Y),
9 € L?(0,T; X') telles que :

{gw} — 9 dans L*(0,T;X) (2.48)
{(gk,)e} = 9 dans L*(0,T;Y) (2.49)
{(r)u} — G dans L*(0,T;X"). (2.50)
Aussi, de (2.49) on a
{"(9,):} —'9: dans L*(0,T;R). (2.51)

avec i = 1,2 et pour presque tout ¢t € [0,7].

Soit ko € N*. Considérons les fonctions ¢ € L? (0, T, Vko> telles que

ko
px,t) = a;(t)p;(x) (2.52)
j=1
ol a; € L*(0,T;R). Pour tout k; > ko, la formulation (2.35) devient :

T
/‘R@mm¢w+am@m¢%wﬂwwmu@hﬁ:0 (2.53)
0
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Ainsi, en passant a la limite dans (2.53) quand [ — +oo et en considérant les

résultats de convergence (2.48)—(2.50), on obtient :

T
/ (@i, &) o x + aV (@, §) + aP (G, )] dt = 0. (2.54)
0

Les fonctions ¢ de la forme (2.52) sont denses dans L? (0,7; X). Ainsi, (2.54)
est bien définie pour tout ¢ € L?(0,7; X). On en déduit que (2.28) est satisfaite
presque partout sur [0, 7] et y est solution de la formulation faible.

—Régularité de la solution.

La définition de solution faible et les résultats (2.44)—(2.45) impliquent que 3 sa-
tisfait la régularité (2.31)—(2.32). De plus, le Lemme 2.1 implique (2.33), aprées
modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle. Aussi, du Lemme 2.1 et
Lemme 2.2, on déduit la régularité (2.34).

Unicité de la solution.

A présent, nous prouvons l'unicité de la solution faible, en adaptant la preuve du
Théoreme 8.1 p. 290-291 de [23].

Tout d’abord, nous montrons que la solution y satisfait les conditions (2.29)-
(2.30).

Soit ¢ € C2([0,T], X) tel que ¢(T) = 0 et ¢,(T') = 0. En intégrant I'équation (2.28)

sur [0, 77, on obtient :

T
/ [(gth QAS)X’,X + a(l)(@, ¢E) + a(Q)(Qt, &)] dr = 0.
0

En intégrant deux fois par parties sur [0, 7] sous le crochet de dualité, on a :

/0 (3, Budy +aV(§.0) + 0P (51, 6)] dr = (5u(0), 6(0)) xrx = (3(0), 3u(0))y-

(2.55)

De méme, pour un k fixé, on obtient en intégrant deux fois par parties I’équation
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(2.35) :

/0 [@k? Gu)y + aV (G, ) + aP(G)i, @) | dT = (O30, D(0))y — (Gr0, 3:(0))y-

(2.56)

En utilisant (2.36)—-(2.37) et (2.48)—(2.50) puis en passant a la limite dans (2.56)

le long des sous-suites convergentes {yy, }, on obtient :

T
/0 [(3.6u)y +a0(3,8) + aD(§)i,6)] dr = (50, 6(0)y = (Go. 4Oy (2.57)

Finalement en comparant (2.57) et (2.55), on déduit que 3(0) = o et v = 7:(0).
Considérons maintenant y une solution de (2.28) avec 3(0) = 3o = 0, 9:(0) = 09 =
0.

Soit s € (0,7) fixé et la fonction auxiliaire suivante :

[Co(rydr, 0<t<s
7(t) =

0, t > s.
Prenons Qg = 7 dans (2.28) et en intégrant sur [0, 7], on obtient :
/08 [<@tt(7)> (7)) xr,x + a(l)(g(T), #(7)) + G(Q)(:Qt(T), 7}(7))} dr — 0. (2.58)
Or apres une intégration par partie, on a :
/Os@tt(T)’ﬁ(T»X’deT == /Os@t(T)aﬁt(T))ydr

et
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Par conséquent, (2.58) devient :

/0 (), ol v — / " (g(r), 7 () dr + / "4 (), 72 (r))dr = 0

Alors, on a :

/OS% B(Q(r),z)(ﬂ)y - —a(l)(ﬁ(r),fr('r))} dr = — /0 o (i(7), §(7))dr.

Puisque

La forme bilinéaire a!)(.,.) est coercive, on a :

a'D(#(0), 7(0)) > || (0)]1%-

Ainsi, y(s) = 0 et 7(0) = 0. De plus, s € (0,7") étant arbitraire, on a alors gy = 0.

On conclut que la solution est unique. O

2.3.3 Résultat complémentaire de régularité

Dans cette sous-section, nous démontrons la continuité forte de la solution

faible. Notre objectif est donc de prouver le résultat suivant :

Théoreme 2.5. Aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, la




2.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

solution 1 de (2.28)-(2.30) satisfait

yeC(0,7];X), (2.59)

g€ C([0,T];Y). (2.60)

Avant de donner la preuve de ce théoreme, rappelons un lemme énoncé et

démontré dans [23] p. 297 . Ce lemme sera utile pour la preuve du Théoreéme 2.5.

Lemme 2.4. Soient X et Y deux espaces de Banach, X C Y avec injection continue,

Uespace X étant réflexif. On pose :

Cy ([0,7);Y) = {y € L= (0,7:Y) : t — (f,y(t))y v est continue sur [0,T],Vf € Y’}

qui désigne lUespace des fonctions faiblement continues a valeurs dans Y. Alors, on a
L*(0,T:X) N C, (0.T]:Y) = C, (10,7 X).

Maintenant, nous présentons la preuve du Théoréme 2.5. Notons que cette
preuve est basée sur les stratégies standards présentées a la section 8.4 de [23] p.

297-301 et a la section 2.4 de [41].

Démonstration. En considérant le Lemme 2.4, il découle de (2.31) et (2.33) puis
de (1.45) que y € C,([0,7];X). De maniere similaire, (2.32), (2.34) et (1.46)
impliquent que g; € C,, ([0,7];Y).

Soit J un sous-intervalle compact de [0,7"]. Considérons la fonction scalaire { €
C>(R) fixée telle qu’elle vaut 1 sur un intervalle J cC [0,7] et 0 sur R \ [0, 7]
(ou CC désigne l'inclusion stricte et compacte). Alors, la fonction £y : R — X est

a support compact. Soit (¢ : R — R une suite régularisante dépendant du temps
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telle que par exemple

avec

Cem?, |t <1
C(t) =
0, It > 1.

Au moyen de la régularisation par convolution des distributions, on introduit
=08y e R, X).

y° converge vers y dans X et y; converge vers ¢; dans Y presque partout sur J (
en considérant [7] P70 Proposition IV .21 ). Donc, E(t,{?) converge vers E(t, 1)

presque partout sur J. ¢° étant suffisamment réguliere sur J, on a :

Bt 5) = —a [N - 8@ <o (2.61)

—E,5) = —a['@)]" = B[2@)]* <0 (2.62)

au sens des distributions sur J. J étant arbitraire, (2.62) est vérifiée pour tout
sous-intervalle compact de [0, 7.

Soit ¢ fixé. Considérons la suite (¢,), .y telle que lim¢, = ¢ et la suite (d,)

n—00 neN

définie par

1 . . 1. . A
On = S 1Ge(t) = Bultn) 5 + 5 11(E) = §(ta)lI5- (2.63)
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Alors,

A ~

On =E(t,9) + E(tn, ) = (Gu(t), 9e(tn))y — (9(2), §(tn)) x- (2.64)

Nous savons que 7, §; sont faiblement continues. De plus, £ est continue par rap-

port a t. Alors, en passant a la limite dans (2.64) on obtient :

lim 6, =2E(t,§) — |53 — 9%

n—oo
lim ¢,, =0.
n—oo
Par conséquent,
Tim [3(t) — Gu(ta) |3 = et T [3(0) = (k)53 =0, (2.65)

Finalement, a partir du théoreme de caractérisation séquentielle de la continuité,
onay e C([0,T];X)ety, € C([0,T];Y).

Ce qui achéve la preuve du Théoréme 2.5. O

Dans la section suivante, nous élaborons un schéma numérique semi-discret

pour le probleme (2.1)-(2.5) et nous obtenons une estimation de I'erreur a priori.

2.4 Schéma semi-discret

Le but de cette section est de développer, au moyen de la méthode des élé-
ments finis, un schéma numérique semi-discret (discrétisation en espace) stable
et convergent qui décrit fidelement le comportement asymptotique du systéme
(2.1)-(2.5).

Nous commencons par opérer un choix approprié d’espace discret pour I'approxi-
mation de Galerkin de (2.28). En effet, la solution approchée étant obtenue par

combinaison linéaire des fonctions de base globales définies aux nceuds de discré-
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tisation, les contraintes de régularité sur la solution approchée nous conduisent
a considérer comme espace discret, 'espace des fonctions polynomiales cubiques
d’Hermite définies par morceaux sur le domaine de référence.

Ensuite, nous effectuons I'approximation de Galerkin du probléme (2.28).

Enfin, nous déterminons I'ordre de convergence et une estimation d’erreur a priori

pour la solution de 'approximation semi-discrete de Galerkin.

2.4.1 Polynomes cubiques d’Hermite

Nous construisons, dans cette sous section, un espace approprié¢ de fonctions de
classe C? définies par morceaux sur le domaine Q = [0,1] (ou 2 = (0,1)) comme
par exemple dans [42, 5].

Pour cela, introduisons premierement les fonctions cubiques d’Hermite de base

nodales locales définies par

Ni(§) =28 =38 +1, No(§) =& —28% +¢, (2.66)

N3(€) = =288 +36%, Ny(§) =& - &, (2.67)

pour & € [0, 1].

Les représentations graphiques de ces fonctions sont présentées a la Figure 2.1.
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1.2

N
L 2 NL©)

N, ()

-0.2

Figure 2.1 — Fonctions cubiques d’Hermite standards de base locale
N;(§),1=1,2,3,4.

Afin d’utiliser ces fonctions dans un intervalle arbitraire [z;;x,], plutdt que l'in-
tervalle de référence [0, 1], nous transformons nos expressions (2.66)-(2.67) en

utilisant la fonction

¢ |z, x] — [0,1]

r — T

T +— .
Ty — I

On obtient ainsi les fonctions ¢, : [z, z,] = R, i = 1,2, 3,4, définies par

Yi(z) = Ni(C(2)),  tha(x) = (2p — 21) (N2(C(2))) (2.68)
Y3(z) = N3(C()), a(x) = (zr — 21) (Na(())) - (2.69)

Notons que la valeur nodale de 1);(x) est égale a la valeur nodale de N;(z) pour i =
1,2, 3,4, et les ¢;(x) préservent les propriétés des fonctions polynomiales cubiques
d’Hermite de base nodale.

Soit n un entier fixé (avec n > 2). Considérons maintenant une partition de ) =

[0, 1] définie par ), = U Z,, ol Z,,, = [y, Trmy1) @vec m = 1,2,...,n — 1, est un
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élément de cette partition. Supposons que ces éléments sont formés par les points
nodaux 0 =z < 15 < ... < T,,_1 < T, = 1, avec n — 1 étant le nombre d’éléments.
De plus, si la subdivision est uniforme (comme c’est le cas dans notre travail),
désignons la longueur du pas par h = 1/n et Z,, = [mh, (m + 1)h] = [z, Tmi1]-
Pour chaque élément Z,,, nous utilisons la notation ¢,,; = [Tp,Tmi1] — R,
i =1,2,3,4, pour désigner les fonctions cubiques d’Hermite de base nodale locale
définies sur cet élément. A chaque nceud z;, i = 1,2, ..., n, nous définissons deux
fonctions de base nodales globales comme suit.

Sur x;, nous définissons

0 i x ¢ |x,19 0 i x ¢ |x, 19
br(2) = si x¢ | ]’%(x): si x ¢ |21, 9]

1[)171(1') si = € [ZL‘l,ZEQ] 770172({23') si = € [$1,l‘2] .

Sur z,,, m = 2,3, ...,n — 1, nous définissons

4 (
0 siz & [Tm_1, Tma1) 0 siz & [Tm_1, Tma1]
Gom-1(T) =  Yp_13(x) ST € [Ty, T ;G2 (%) = Y1 4(z)  SiT € [Ty, T
Ym.1(2) Siz € [T, Ty kwm,g(al:) Siz € [T, Tmi1].

Et sur z,,, nous définissons

0 siz ¢ [, 1,2, 0 siz ¢ [z, 1,2,]
¢2n—1(x) = 7¢2n($) =

Un-13(x) Six € [Tp_1, 2] Yp_14(x) Six € [Tp_1,Tn].

Ainsi, la valeur nodale de ¢,,(z;) pour m = 1,2,....2n et j = 1,2, ...,n est donné

comme suit :

0 si T 7é X; 0 si Z; 7é Z;
Poi—1(zj) = , fai(x5) =

1 si Tj = T 1 si Tj = X
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pour:=1,2 ..., n.
Nous représentons, a la Figure 2.2, les fonctions polynomiales cubiques d’Hermite
standards de base globales aux nceuds z; = 0, x5 = 0.2, z3 = 0.4, x4 = 0.6,

x5 = 0.8, g = 1 sur le domaine [0, 1].

1.2 T T T T T T T T T

4,09 9500 4509

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure 2.2 — Six premieres fonctions cubiques d’'Hermite standards de base
globales
avec partition a six neceuds sur [0, 1].

Finalement, notre espace d’éléments finis d’Hermite noté V" est tel que :

V= Vect {¢1, b, ..., Pan—1, han } - (2.70)

En considérant que y () et (y}).(t) représentent respectivement les valeurs appro-
chées de y et de sa dérivée au nceud z;, par séparation des variables, la solution
approchée y, € V" que nous cherchons peut s’écrire de la maniére suivante :

n

n(2,t) = > [ () d2i1(x) + (Yh)a () d2i ()] (2.71)

i=1

avec g (1) = (1) et (ya)a(L,1) = (4})2(0).
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2.4.2 Probleme semi-discret

Soient X" un sous-espace de dimension finie de X et V" un sous-espace de dimen-
sion finie de H?(0, 1). Soit ¢;, j = 1,..., N (avec N = 2n) une base fixe pour V".
L’approximation de Galerkin de (2.28) s’énonce de la maniere suivante :

Trouver 4, = (yn(1), (yn)=(1),yn) € C?([0,00); X") ou plus simplement trouver

yn € C?([0, 00); V) vérifiant
c((yn)u(t), 85) + al(yn)e(t), ¢5) + b(yn(t), d;) =0,  ¢; € V" (2.72)

avec
(L 0) =yl eV et (yp)l.,0) =yt e VR (2.73)

Notons que les produits scalaires c et b sont des formes bilinéaires telles que :

(g )ul), &) = / (un) by
b(yh<t>’¢j> :/O (yh)$z(¢j>zzdx

et a est une forme bilinéaire telle que :

a((yn)e(t), ¢5) = alyn)e(1)(¢;)(1) + Byn)at(1)(¢)=(1).

En considérant la base choisie, on a

N

yn(,t) = Y Yi(t)¢i(x) avec yu(x, 0) = Zdzcbz(x) et (yn)i(x,0) = leﬁbz(ff)

=1
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On note respectivement Y, d, [, les représentations vectorielles des fonctions y,

yn(z,0) et (yn)¢(x,0) définies comme suit :

Y=V Yo .. Yy,
d = [dl d2 dN]T,
I=1[ b ... Iy]".

Ainsi, '’équation (2.72) devient '’équation différentielle ordinaire du second ordre

suivante :
MYy + CY; + KY =0, avec Y(0)=d et Y;(0)=1 (2.74)
avec pour toutz,j =1,...,. N,

M ; = c(¢i, ¢;) = /0 Pipjdz,
Cij = a(di, ¢;5) = agi(1)9;(1) + B(d:)2(1)(¢;)x(1),
Ki,j = b(¢ia¢j) = /0 (¢z)m(¢1)mdx

Remarque 2.1. Les matrices M et K sont appelées respectivement matrice de masse
et matrice de rigidité. Les matrices M et K étant symétriques, définies et positives, elles
sont donc inversibles. Ainsi, (2.74) admet une solution unique. De méme, le probléme
(2.72)-(2.73) admet une solution unique.

Les résultats du calcul des éléments des matrices M et K sont donnés comme suit.
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Pour touti =1, ...,n (avec N = 2n), on a

i 13
Ma;—32i-3 = i— 2dr = —h
2i—3,2i—3 /zil(qbg 3)“dx =
My, 5.9 2_/% (¢hai_2)?da = 1 s
e o 105

Li+1 3
M2i71,2i71 = /m (¢2i 1) dr = %h

i

Tit1 1
My; 0 = D2de = —h?
2,2 / (¢o:) dx 05

Ti+1 9
M;_1,2i—3 = / (¢2i-1)(@2i-3)dr = =~h

. 70
My; 32i-2 = /wl (2i—3) (¢ai_2)dx = £h?
’ S 210
it -11 ,
M 1,9; = / (P2i-1)(@2:i)dx = mh

it 13
Mig; —1,2i—2 / (¢2i-1)(¢2i—2)dx = ——h°
Ti+1 _

My; 32 = / (¢2i—3)(p2s)dr =

Ti41 _1 3
My; 2i—2 / (h2:)(Pai—2)dx = —=h".

Karas = [ (0))(0a0) Vo =
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Korsoa = [ (Gn))(00ma) e = 5
Kavai= [ ((0ad))(62) )o = 77
Kaaa= [ ((0a0))(62)" ) = 1

Kamraie= [ (020" )((6a2) ) = 27
Kuaa = [ (602))(0n-2) Mo = 5

1

2.4.3 Estimation d’erreur a priori

Dans cette sous section, I'estimation d’erreur a priori pour la solution de I'approxi-
mation semi-discréte de Galerkin (2.72) est effectuée en adaptant une méthode

décrite dans [3, 4] .

Notons que quand il n’y aura pas d’ambiguité, on écrira
t t
[ attenn.et) pour [ al(e)ir). e
0 0
Ou encore
T T
/O I(ep)er()IZ20,1) POUT /0 1(ep)ee(t) 220,11
Soit 'opérateur de projection P définie par
by — Py,¢) =0 pour tout ¢ € V". (2.75)

On note y, la projection de la solution faible y € H?(0,1) sur V". En utilisant la
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projection, nous subdivisons l'erreur e, (t) = y(t) — y,(t) comme suit :

en(t) = e(t) +ep(t) avec e(t) = y,(t) — yn(t) et ep(t) = y(t) — yp(t).

Soit H;*(0,1) un sous espace de H7(0, 1) tel que

H/(0,1) = {y € H'(0,1) : y(0) = y.(0) = 0} .

Supposons que

y € C([0,T]; H/(0,1)),
Yt € L2 (OaTv Hl4(0a 1)) )

yw € L* (0,T; HZ(0,1)) .

D’apres la Proposition 3.2. p. 471 de [4] et le Théoréme 5.4.8 p. 137 de [6], nous

avons les estimations suivantes pour presque tout ¢ :

||ep||Hf(0,1) = ||y - yp||Hl2(0,1) < OHh2||y||Hl4(0,1)a (2.76)
||(6p)t||Hl2(0,1) = ||yt - (yp>t||Hl2(O,1) < CHhQHytHHZ“(O,l)v (2.77)
1(ep)eellz201) = Ny — (Wp)uellz20.1) < Cuh®|lyuel s 0,1, (2.78)

avec (7 une constante positive.
Rappelons maintenant quelques propositions qui seront utiles pour la suite de
notre travail. Notons qu’elles sont énoncées et démontrées, dans un cadre plus

général, dans [3] P7 et dans [4] P472.

Proposition 2.1. Soit y € C*((0,7T); H?(0,1)) et y, € C*((0,T); V") alors

c((en)u(t), @) + al(en):(t), ®) + b(e(t), ¢) =0, pour chaque ¢ € V" (2.79)
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Proposition 2.2. Si e, € C'([0,T); H?(0,1)) N C%*((0,T); H(0,1)), alors pour tout
te(0,7),

/Oa((ep)t(%et(-)) =a((€p)t(t)7€(t))—a((ep)t(o%e(o))—/0 af(ep)ul.), e(.))-

L’estimation de l'erreur e(t) = y,(t) — yn(t) est donnée par le lemme suivant.

Lemme 2.5. Soit y € C*([0,T); H?(0,1)) N C?((0,T); H?(0,1)) alors,
lle:(t) |l z2(0,1) + ||e(t)||le(0,1) <4vedtAr (2.80)

avec

T T
Ar = [ leneOllron + 3 maxle®lazon +3K [ leeOllupio
0 €[0,7 0
(2.81)

+ llec(O)ll 20,1 + V1 + Kl[e(0) [ m20,1) + \/?H(ep)t(o)HHf(o,l)

ou K est une constante positive.

Démonstration. On a e = y, — y,, par conséquent e € V". En remplacant y;, par e

dans (2.72) ,on a:
clew, @) + ales, ¢;) +b(e, ¢;) =0, ¢; € V. (2.82)

Ensuite, en prenant ¢; = e; dans (2.82), on obtient de maniere analogue a (2.6),

I'expression de I’énergie suivant e :

1 1
= Sle®la + 520y 283)

B(t,¢) = seler(t),ee(t) + gh(e(t).e(t) X
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Puisque b et ¢ sont des produits scalaires et d’apres (2.83), on a :

%E(t, e) = clew(t),et)) + ble(t), e t)). (2.84)

Prenons maintenant ¢ = e; dans (2.79). En considérant (2.75), on obtient :

c((en)u(t), ex(t)) + al(en)(t), e:(t)) + ble(t), ex(t)) = 0

c(en(t), er(t)) +b(e(t), en(t)) + c((ep)u(t), er(t)) + al(ep)i(t), ex(t)) + ale(t), ex(t)) = 0.

Ainsi, d’apres (2.84) et le fait que a(e;(t), e.(t)) > 0, on a I'inégalité suivante :

CB(t,6) < —cl(ep)alt), (1)) — allep)u(t), exlt)). (2.85)

Par conséquent, pour tout ¢ € (0,7),

/0 %E("e) = —/0 C<(6p)tt(-),et(-))—/0 af(ep)i(-), () (2.86)

Puisque e, € C'([0,T); H?(0,1)) N C?((0,T); H?(0,1)), d’apres la Proposition 2.2,

on a pour tout ¢ € (0,7)

/Oa((ep)t(-),et(-)) Za((ep)t(t),e(t))—a((ep)t(o),e(()))—/o af(ep)u(-); e(.))-

(2.87)
En considérant (2.86) et (2.87), on obtient
t d t
| GEte <= [ deu.awm) (2.88)
0 0

- (a((em(t),e(t)) -~ alleph0).c(0) - [ a((ep>tt<.>,e<.>>).

Considérons a présent les estimations suivantes obtenues en utilisant I’ inégalité

de Cauchy-Schwarz, 'inégalité de Young.
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D’apres (2.83),on a:

lex() 120,y < 2E(t €).

De plus,

1 1
e((ep)u(®); eI < Sl (ep)u(®lz200) + lle®)lz20,: (2.89)

af(ep)i(t), e(t)] < Kll(ep)e(®) 20,1 ()l 220,1)

< Ke|l(ep):() 2 0.0) + 2K Bt ),

‘/Ota((ep)tt(.),e(.))] < /Ot]a((ep)tt(.),e(.))\
< Ke? /Otll(ep)tt(.ﬂlilg(o,l)+K52 /Ot||e(->|l?q;<o,1)

t t
<K [ elOlpan +2K [ Bl

et
a(ei(0),e(0)] < SN O Bizi0n) + 5 KO oy

Ou ¢ est une constante strictement positive prise de facon arbitraire et K > o + .

A partir des inégalités précédentes et en choisissant ¢ tel que 2Ks2 = % , (2.88)

devient

1 3 [ 1 /[t 9 9 9

SBe) <2 [ B+ 5 [ a0l + AR o (2.90)
0 0

t 1 1
+M@/W@ﬁAW%@D+E@@+5KM%M®%WW+§KWWM%@u
0
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En multipliant (2.90) par 2, on obtient

t
E(t,e) < 3/ E(.,e)+ Kr (2.91)
0

T T
avee Kr = [ el + K2 max (e )z + 8K [ el
0 ’ 0

+[lec(0)1720,1) + (1 + K)le(O) 1 F20,1) + K1I(en)e(0) 172 0,1)-

En appliquant I'inégalité de Gronwall, on a E(t,e) < Kre3 cest-a-dire

1

1

En considérant les inégalités

2 .
(lect®) 20 + le® o) < 2ec®) 32 + 2e® iz 0, < 4re™

et

T T
Kp < 4[/ [(ep)e ()l z2(0,1) + 3K max [|(ep)e(t)[| m2(0,1) + 3K/ [1(ep)ee () 20,1y
0 0

t€[0,T]
2
+ lled) 120 + VIF KOz + VEN € Ollmzom]
on obtient finalement le résultat (2.80). O

A présent, nous donnons un résultat important pour la convergence du schéma

semi-discret :

Théoréme 2.6. Soit y la solution de (2.27). Supposons que
Yy S Cl([()? T)7 Hl2(07 1)) N CQ(<0> T>7 HlQ(Ou 1)) > Yt € LQ([()? T]? Hl4(07 1)) Apartir dCS
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expressions (2.76)—(2.78) et (2.80), pour tout t € (0,T) on a

19(t) = wn (Ol m0.0) + I9:(E) = Wn)e(B)ll 20,1y < CHh2<||y(t)||Hl4(0,1) + ||yt(t)||H;1<o,1>>

T
[ [ nlgon + 3K max )l
0 )

T
3K [ O] + 4V lo? = sz
0

+V1+K|ys — yg||Hl2(o,1) + \/EHyl — yf”H?(O,l)]- (2.92)
Avec y,(.,0) = yéj et (y,)(.,0) = yb.

De plus, si yb et yt sont respectivement les interpolations d’Hermite de y, et de y,

alors :

ly(t) — yh(t)HHf(o,l) + lye(t) = (Wn)e () 22001y < Cnh?

(Hy@)r\flm ; Hyt(t)uHﬂo,n)

+4ve ((T + 3KT) tgﬁ%”ytt(t)HH[‘(O,l) + 3K trer%g%]”yt(t)HHﬁ(o,l)

+ @2+ \/?)”Z/luH;*(o,l) +2v1+ KHZJOHH{‘(OJ))] . (2.93)

Démonstration. Soity € C'([0,T); H(0,1)) N C?((0,T); H?(0,1)) et
yie € L2([0,T); HE(0,1)). Alors, pour tout ¢ € (0,7) on a

() = yn() | mz0,0) + Nwe(®) = (Wr)e(@) 2200,y < Nlw(t) = (W) (D) l2(0,1)
+ [lye(t) = Wp)e (D)l 220y (2.94)

+ ez, + llec(®)l z20,)-

En utilisant le Lemme 2.5, (2.94) et (2.76)-(2.78), on obtient (2.92).

Aussi, en considérant y = Ily, et y¢ = Ily, respectivement les interpolations
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d’Hermite de y, et de y;, on a :

190 = Myoll 2001y < 95 — Yoll 20,1y + 9o — Mol 20,1

< 2Cﬂh2||?J0||Hl4(o,1) (2.95)

lyi = Ty ll20) < Cllyr = il + Cllvs = Myl 0,1y

< QCHhQH?/lHH;l(oJ)- (2.96)
Finalement, a partir de (2.95), (2.96) et I'inégalité

T
1 Ollgn < T ma Ol

on obtient (2.93). l

Remarque 2.2. L’ordre de convergence pour le schéma semi-discrétisé en espace est

de 2.

Conclusion : En définitive, nous avons établi dans ce chapitre I'existence et 1'uni-
cité d’une solution forte et d’'une solution faible pour le probléeme (2.1)-(2.5), en
utilisant respectivement la théorie des C,-semi-groupes et la méthode de Faedo-
Galerkin. Nous avons développé un schéma numérique semi-discret stable, dont
I'ordre de convergence est 2. En outre, nous avons obtenu une estimation de I’er-
reur a priori pour la solution de 'approximation semi-discrete.

Avant d’effectuer les simulations numériques qui permettront une validation nu-
mérique des résultats présentés dans ce chapitre, intéressons-nous au deuxieme

probléme a I'étude dans cette these.




Chapitre 3

Méthode numérique par la méthode
des éléments finis (MEF) pour une
équation de poutre d’Euler-Bernoulli

a coefficients variables

3.1 Introduction

Nous étudions, dans ce chapitre, une équation de poutre d’Euler-Bernoulli a coef-
ficients variables. La poutre considérée est encastrée a une extrémité et controlée
a lautre extrémité, en force et en moment par une combinaison linéaire de la vi-
tesse, de la vitesse de rotation et du terme de position (respectivement I'angle de
rotation) dans le contréle force (respectivement moment). Ce systéme de poutre

vibrante est décrit par les équations suivantes :
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p(z)wy(z,t) + (El(2)wee(x,t)),, =0, 0<z<1,t>0 3.1)

w(0,8) = wy(0,£) =0, t>0 (3.2)
— EI(D)wee(1,t) = (2p11w0; + i + aw,) (1,t), >0 (3.3)
(EL(was), (1,8) = (parwe + 2poowae + fw) (1,1), £>0 (3.4)

w(z,0) = wo(@), wi(z,0) = vo(x), 0<z<1 (3.5)

ol w(x,t) est la déviation transversale a la position x et au temps ¢. On suppose

quea >0, 3> 0etp; >0,avec 1 <i,j <2 sont des constantes telles que :

pig >0 et fpuopor > (p1 + ,u22)2~ (3.6)

Pour le systéme (3.1)—(3.5), nous supposons que la longueur de la poutre est égale
a l'unité. De plus, la masse linéique de la poutre p(z) et sa rigidité en flexion E1(x)

satisfont les conditions suivantes :
(p(x), EI(z)) € [C*(0,1)]*,avec p(z) >0, El(z) >0, (3.7)

pour tout z € [0, 1].

Rappelons que le cas uniforme de ce systéme avec les conditions pap; >
(p11 + u22)2 et « = f = 0, est appelé deuxiéme probléme de Rideau [36] selon
Grabowski P. [16]. Aussi, la propriété de base de Riesz et la stabilisation exponen-
tielle du systeme (3.1)—(3.5) ont été étudiées par My Driss Aouragh et Naji Yebari
([1]). Dans leur article, les auteurs ont montré qu'’il existe une suite de fonctions
propres généralisées qui forme une base de Riesz de 'espace d’énergie considéré,
et qu’il y a stabilité exponentielle sous certaines conditions portant sur les coeffi-

cients de feedback assurant la dissipation. De plus, pour étudier numériquement le

spectre du systeme, ils ont utilisé la méthode des différences finies et la méthode
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QZ [32, 15].

Bomisso et al ([5]), en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin et le travail de
Lions et al [23], ont étudié I'existence et 'unicité de la solution faible pour une
poutre flexible d’Euler-Bernoulli soumise a un controle force en rotation et vi-
tesse de rotation (une étude a coefficients constants). Nous adaptons la méme
procédure pour montrer 'existence et I'unicité de la solution faible du probléme
(3.1) sous les conditions (3.2)—-(3.4). Notons que l'apparition des termes dépen-
dant que du temps dans la définition de la solution faible du probleme aux valeurs
limites complique I'application des techniques standards énoncées dans [23, 14].
Nous surmontons cette difficulté en adaptant ces techniques standards. De plus,
nous développons une méthode numérique semi discrete stable et convergente qui
préserve inconditionnellement les résultats obtenus dans le cas continu. Nous ef-
fectuons une estimation de I'erreur a priori pour I'approximation semi-discrete et
déterminons 'ordre de convergence en utilisant une méthode récente décrite dans
[3, 4].

Le reste de ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Dans la section 3.2,
nous prouvons que le probleme est bien posé au sens des Cj-semi-groupes de
contractions. Ensuite, a partir de la formulation faible du probléme, nous mon-
trons dans la section 3.3 I'existence, 'unicité et la régularité de la solution faible.
Enfin, a la section 3.4, une méthode numérique semi-discrete est construite en
utilisant la méthode des éléments finis. La convergence de cette méthode est dé-

montrée et une estimation d’erreur a priori est obtenue.

3.2 Probleme bien posé et stabilité au sens de Lya-
punov

Dans cette section, le systeme (3.1)—(3.5) est écrit sous la forme d’un probléme de

Cauchy abstrait sur un espace de Hilbert convenablement choisi. Aussi, le caractere
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bien posé au sens des C,—semi-groupes de contractions et la stabilité au sens de

Lyapunov du probleme de Cauchy sont démontrés.

3.2.1 Probleme bien posé au sens des semi-groupes

Introduisons I'espace fonctionnel suivant :
H7(0,1) = {w € H*(0,1) : w(0) = w,(0) =0} .
Considérons comme espace d’énergie, ’espace de Hilbert défini par
X = H%(0,1) x L*(0,1) (3.8)
muni du produit scalaire

<wa=A;%mm+AIH%MAMMM+MﬁMD%hm+@MUﬁm

(3.9
01\'1 w = (fl?.gl>—r € X? V=W = (f2792)T € X.
Notons ||.||+ la norme associée au produit scalaire précédent.
Soit H = (HZ(0,1) N H(0,1)) x HZ(0,1).
Considérons A : D(A) C X — X l'opérateur linéaire de domaine
D(A) = {(£.9)T € H: =BI()fa(1) = 2u09(1) + pr2ga(1) + afu(1),
(BI() fun), (1) = pio1g(1) + 241909, (1) + Bf(l)} (3.10)
défini par
Al - 90) . (3.11)
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Le systeme (3.1)-(3.5) peut étre formulé d’une facon équivalente comme un pro-

bleme de Cauchy sur X :

d
Ey(t) = Ay(t) (3.12)
y(0) =yo € X,

ouy(t) = (w(.,t),w(.,£))", y(0) = (wp,v) " pour tout ¢ > 0.

Théoreme 3.1. L'opérateur A défini par (3.10)—(3.11) est dense et engendre un Cy—

semi-groupe de contractions sur X noté {S(t)},.,. De plus, A~ existe et est compact.

Démonstration.

—Nous commencons par démontrer que l'opérateur A est générateur d'un Cy—
semi-groupe de contractions en utilisant le théoreme bien connu de Lumer-Phillips
énoncé au Théoreme 1.28 du chapitre 1.

Montrons premiérement que A est un opérateur dissipatif.

Pour tout w = (f,g)" € D(A),

(Aw,w)x = < (g(az), _%:c) (El(x)fxa:(zv))m)T (f 9)T>X

- / —(BI@)fuala)),, g(x)de + / BI@)gaa () fon () de
T aga(1)£:(1) + Bg(1) F(1).

On intégre deux fois par parties I'expression précédente. Puis, en utilisant les

conditions aux bords (3.2)-(3.4) et en prenant la partie réelle, on obtient :

(Aw,w)xe = = (121 [gD] + 12 [ (D] + 2412200 (g (1) + 2p119(1) (1)) 0.

Ainsi, A est un opérateur dissipatif.
Montrons maintenant que / — A est surjectif c’est-a-dire prouvons que pour tout

(f,9)T € X, nous pouvons trouver (w,v)’ € D(A) tel que (I — A) (w,v) = (f, ).




3.2 Probléeme bien posé et stabilité au sens de Lyapunov

On sait que (I — A) (w,v) = (f, g) équivaut au systeme d’équations suivant :

v—w—f (3.13)
p(r)w + (BI(2)wee(7,1)),, = p(x)(g + ) (3.14)
—EI(Dwe(1,t) = (21110 + p12v, + aw,) (1,1) (3.15)
(BI()we), (1,t) = (210 + 2pg0v, + fw) (1,1) (3.16)

avec p(z)(g + f) € L*(0,1).
Multiplions (3.14) par ¢ € H%(0,1). Apreés deux intégrations par parties sur (0, 1)

et en utilisant les conditions (3.15)-(3.16), nous obtenons :

a(w, ) = L(y) (3.17)
ou,

a(w,g) = / pleywpdz + / (BI(@)22) paedi + aws(pu(1) + Bu(1)p(1) +
+ 2”11w(1)()0$(1> + M12wx(1)§0x(1> + M21M(1)¢<1) + 2/142210:10(1)90(1)’
L(p) = /0 p(2)(g+ fede + 2p01 f(1) (1) + o fa(1)pa(1) + por f(1)e(1)

+  2p22f2(1)p(1).

Pour tout w € H%(0,1), ¢ € H%(0,1) etz € (0,1), on a
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1

la(w, ¢)| S/O p(l")|w||90|d90Jr/O EI(z) [wes| [paeldr 4 a|wa(1)]|ea(1)| + Blw(1)[|¢(1)]

+ 2pn[w(D)|@e (1)] 4 paz|we (1|02 (1) + por|w(D)[[o(1)] + 2p02|we (1)[[4(1)]
< [lellsollwllz2om Il 20,0y + 1B oo [l 20,1 [|wellL2(0,1) + atllwaloo]| @l oo
+ Bllwllscllplloe + 2u1llwllocll@z oo + ra2llwellcol@allse + ma1llwllooll @l

+ 2p12]|wa|oo ]|l

< (lplloe + 11 [o0) 1wl .0, 0712, 0,1)

+ M (2p11 + prag + pror + 290 + o + ) ||wHH§(0,1)H<P||H,23(0,1)

la(w, @) < Cllwllaz om0

Avec M et C = (||pllos + |E1]lc + M (2u11 + p12 + po1 + 200 + e + ) ) deux
constantes strictement positives. a(., .) est donc continue sur Hz(0,1) x Hz(0,1) .

De plus,

1 1
a(w,w) = / p(x)|w|2dx + / E](x)|wm|2dx + oz|wgc(1)|2 + ,6|w(1)|2
0 0
+ 2w (1w, (1) 4 paz|wa (1)) + por|w(1)]* + 2p90wg (1)w(1)
= w201y + [0l F2 0.1 + 201100 (1w (1) + prafw, (1)
E
+ pan [w(1)[* + 2w (w(1)

2 HwH?{g(og)-

Par conséquent, af., .) est coercive sur Hz(0,1) x H%(0,1).
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Aussi,on a :

| L(p)] S/O p() (gl + [FDleldz + 2unl f (D] lpz (D] + paal fo (D] lez (D] + par[ f(1)|o(1)]

+ 222 fo (1) [[0(1)]

< llpllse (llgllz20,n) + Iflz20,0) llz200) + 21l fllooll@alloo + paall follll@zlloo
+ pi2 || fllsollplloo + 2022| falloo 1]l o

< M||p|oo (HQHHg(o,l) + 2p11 + pae + por + 2400 + a0+ 5) ol 22, 0,1)

< Cllellmzo,)-

Ou la constante C' > 0 . L est donc continue sur H%(0,1) .

De ce qui précede, on déduit que la forme bilinéaire a(.,.) est continue, coercive
et la forme linéaire L(.) est continue.

D’apres le Théoreme de Lax-Milgram, il existe une unique solution w € H%(0,1) N
H*(0,1) pour (3.17).

Considérons maintenant ¢ € D(0,1). Apres deux intégrations par parties de

(3.17), on obtient :

Posons h = p(z)(g + f). On a alors

1 1 1
/ p(x)wepdr + / (BI(2)wyy) ,, pdr — / hodr =0
0 0 0

/01 <p($)w + (BI(2) W), — h) odr = 0

Puisque D(0, 1) est dense dans L?(0,1), on a

(p(x)w + (EI(2)Wey) pp — h) =0 p.p. sur (0,1)
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et
(p(m)w + (Ef(x)wm)m> — h dans D'(0,1).

En utilisant en particulier p € H%(0, 1), on retrouve les conditions aux bords.

On en déduit que (w,v)" € D(A) et I — A est surjectif.

Finalement, 'opérateur A est m-dissipatif et d’apres le Théoreme de Lumer-
Phillips, A est générateur infinitésimal d’'un C;—semi-groupe de contractions sur
X.

D’apres le Corollaire 2.5 p. 5 de [34] le domaine D(A) est dense dans X'.

De plus, d’aprés Proposition 2.1. p.486 de [1] , A~! existe et est compact dans

X. ]

D’apres le Théoreme 1.32 puis la Remarque 1.8 du Chapitre 1, le Théoreme 3.1

implique le résultat suivant :

Théoréme 3.2. (3.12) admet une unique solution généralisée y(t) = S(t)y, €

C(]0,00); X), pour tout y, € X.

3.2.2 Stabilité au sens de Lyapunov de (3.12)

L’idée de cette partie est que, s’il existe sur 'espace Hilbert X une fonctionnelle
VY >0, Vo € X\ {0} telle que 'ensemble {z : V(z) = 0} ne contient aucune orbite
négative complete sauf x = 0 et si %V < 0 (la dérivée temporelle généralisée de
V) alors le systeme est stable au sens de Lyapunov.

Considérons a présent 'énergie mécanique totale du systeme (3.1)—(3.5) donnée

par :

E(t) = % (/01 p(x)w?dr + /01 EI(z)w?,dr + aw?(1) + ﬁw2(1)) : (3.18)
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Afin d’obtenir la dérivée par rapport au temps de ’énergie F(t), on multiplie (3.1)
par w;. Puis, on effectue deux intégrations par partie de I’expression obtenue en

tenant compte des conditions (3.2)—(3.4). On obtient :

1 1

/ p(x)wywdx + / EI(x)wipwezdr + aw, (1w, (1) + fw(1)w(1)
0 0

= =2 (pa2 + ) wr (1, )wi(1,8) — ponwi (1,t) — pow,(1,1)

S5 ([ ortans [ Brote sty + st

= =2 (pa2 + p11) War (1, )we(1, 1) — M21w§(]—7 t) — N12wa2:t<17 t).

Ainsi, en considérant (3.6), la dérivée par rapport au temps de I'énergie F(t) est

telle que :

d
EE(Q = -2 (,ugg + /1,11) th(l, t)wt(l,t) — MQﬂU?(l,f) — unwit(l,t) S 0. (319)

De la propriété de contraction du semi-groupe définie au Théoréme 3.1, on déduit
que ||.||x est un potentiel candidat pour la fonctionnelle de Lyapunov pour (3.12).

Soit V : X — R définie comme suit :

1

1 1 1 [t 1 1
V(y) = sllyllx = —/ EI(z)w},dx + —/ p(z)wide + ~ow?(1,t) + = fw?(1,1).
2 2 Jo 2 Jo 2 2

(3.20)
Comme pour (3.19), on montre que pour toute solution classique y on a :

d
av(y) = =2 (po2 + pa1) war (1, )wy (1, ) — powi (1, 6) — prowly(1,¢) < 0. (3.21)

Ainsi, I’évolution dans le temps de la fonctionnelle V tout au long de la solution
classique est décroissante. De plus, d’apres le Théoréme 3.1, la décroissance de
I'énergie tout au long des solutions classiques peut étre étendue aux solutions

généralisées. Ainsi, V est la fonction de Lyapunov pour (3.12). Le systéme (3.12)
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est stable au sens de Lyapunov.

d
De plus, le plus grand sous-ensemble invariant 9t de {y e X: d_ltj(y) = 0} est

réduit a {0}. En appliquant le principe d’invariance de LaSalle (voir Proposition

1.18 du Chapitre 1), on obtient le résultat de stabilité suivant :

Théoreme 3.3. Soit y(t) la solution généralisée de (3.12) pour tout yo € X. Alors

y(t) — 0 dans X quand t — oc.

3.3 Existence, unicité et régularité de la solution

faible

Dans cette section, la formulation faible du systeme (3.1)—(3.5) est déterminée
et la solution faible est définie. Aussi, I'existence et 'unicité de la solution faible
sont prouvées. Notons que cette formulation faible servira a la section 3.4 pour

développer une méthode numérique appropriée.

3.3.1 Caractérisation de la solution faible

Soit ¢ € H2(0,1). On multiplie (3.1) par ¢ et on intégre sur [0, 1]. On obtient :

/01 playuno+ [ (BI()un),, 6 =0.

Apres deux intégrations par parties et en considérant les conditions aux limites
(3.2)-(3.4), on obtient '’égalité suivante appelée formulation faible du probléme

(3.1)-(3.5).

/0 p(x)wypdr + /0 EI(2)we¢pedr + cwy(1)d, (1) + Sw(1)p(1) + 2u11w (1), (1)

(3.22)




3.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

Afin de définir la solution faible du probleme (3.1)-(3.5), nous adaptons les idées
des auteurs H.T. Banks et al [2]. Ainsi, nous commencons par effectuer un choix
approprié d’espaces fonctionnels.

Soient I'espace de Hilbert
O = {2=(2(1),2(1),2),2 € L*(0,1)}
muni du produit scalaire défini par :

<?31, 22>O = <,021, 22>L2(0,1)

et 'espace de Hilbert

Z={6=(6(1),0:(1),0),6 € HE(0.1)}

muni du produit scalaire suivant :

(D1, 62) 2 = ((D1)er (D2)aw) 22(0.1)-

Remarquons que Z est un sous-espace dense dans O et l'injection canonique de
Z dans O est continue. En considérant O comme espace pivot, nous obtenons le
triplet

ZcocZ

avec Z' le dual topologique de ~Z.

Considérons aussi les formes bilinéaires

W ZxZ 3R

(81:62) = (BI1,62) 2 + a(61)(1)(82)a(1) + 1 (L) ()
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3.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

et

VP .:0x0 =R

(21, 22) = 2p1121(1) (22)2(1) + p12(21)2 (1) (22)0 (1) 4 p2121(1)22(1) + 2p22(21)2(1) 22(1).

On considere pour la suite la notation 2 = (2(1), 2,(1), z) = (12,22,32).

Aussi, rappelons que [Z,0]. désigne un espace intermédiaire tel que défini au

1
2
Chapitre 1 a la Définition 1.37.

Définissons maintenant la solution faible du probléme (3.1)—(3.5).
Définition 3.1. Soit T > 0 bien fixé. w = (w(1),w,(1),w) est une solution faible du
probléme (3.1)-(3.5) sur [0, T si
we L*0,T;Z) avec 1, € L*(0,T;0), 1wy € L*0,T;2")
et satisfait
(i, §) 21,2 + ) (10, @) + b (dy, §) = 0 (3.23)

pour presque tout t € (0,T') et pour tout ¢ € Z, avec les conditions initiales
12)(0) = UA)O = (U)Q(l), (wo)x(:[),wo) S Z, (324)

(0) =t = (vo(1), (v0)x(1), v0) € O. (3.25)

Remarque 3.1. Dans la Définition 3.1, notons que les hypothéses w €
L*(0,T;Z) et w, € L*(0,T;0) impliquent que v € C <[O,T] :1Z, O]%) aprés mo-
dification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle (voir Théoreme 3.1 p.23 de

[23]). Cela donne un sens aux conditions initiales (3.24)—(3.25).
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3.3.2 Existence de la solution faible

Pour prouver l'existence de la solution faible, nous aurons besoin du lemme suivant

dont la preuve apparait dans [5] p. 155-157.

Lemme 3.1. Soit H%(0,1) un sous-espace de H?(0,1). Alors, il existe une suite de
fonctions {¢;};, telle que {¢;};-, soit une base orthogonale de Hz(0,1) et {¢;};~,

soit une base orthonormale de L*(0,1).

Aussi, rappelons le théoreme de dualité énoncé au Théoreme 1.27 du Chapitre 1.
Lemme 3.2. Soient Z et O deux espaces de Hilbert tels que Z soit continument dense
dans O. Pour tout 6 € |0,1], ona:

2,0l,= 0", 21 4.

avec équivalence de normes.

Enoncons maintenant le théoréme d’existence de la solution faible qui est I'un des

résultats fondamentaux de cette section.

Théoreme 3.4. Il existe une solution w pour la formulation faible (3.23)-(3.25)

telle que

we L= (0,T;2) (3.26)
@ € L= (0,T;0) (3.27)
WeC ([O,T] 12, 0]%> (3.28)
iy € C ([O,T] 17, 0]’%) (3.29)

Démonstration. Dans cette démonstration, nous adaptons la méthode de Faedo-

Galerkin afin de prouver I'existence de la solution faible.
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3.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

On sait d’apres le Lemme 3.1 qu'on peut trouver une suite de fonctions {¢;};~,
telle que {¢;};-, soit une base orthogonale pour Z et une base orthonormale pour
O. Les espaces de dimension finie engendrés par {¢;},-, sont définis de la maniere
suivante :

Vm e N*, V,, := Vect {051, qu} . (3.30)

—Construction des solutions approchées

Considérons la solution approchée
() =Y Oim ()i € Vin (3.31)
=1

avec les 0;,,(t) € R (0 < ¢t < T, i = 1,...,m) solutions de la formulation faible

(3.23) sur Vm. Soit m un entier non nul fixé. On a :
((tWm)et: B)o + b (W, @) + b (i), ) = 0, Vo € Vi, (3.32)

avec les conditions initiales :

Notons que lorsque m — oo, on a

m
wmo = E aimgzﬁi —>12)0 dans 7
=1

m
Umo = Z Bim®i — 0y dans O.
=1
avec o, = Uzm(O) et ﬁzm = (0_im)t(0>-
D’apres les résultats généraux sur les systemes d’équations différentielles du se-
cond ordre, on est assuré de l'existence d’une solution w,, € C*([0,7];Z) pour

(3.32)-(3.34), avec 0 <t < T.
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3.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

— Estimations a priori sur les solutions approchées
Définissons maintenant £ : Rx Z — R la fonctionnelle d’énergie pour la trajectoire

w. On a

B(t, ) = SIVETo @I} + glandl3 + ga Po@)] + 58 [a()]) . (335)

Supposons w,, € C? <[0,T];Vm> une solution a (3.32) sur [0,7]. En prenant

(W) = gE dans (3.32), on obtient

<(wm)tt7 (wm>t>0 + b(l)(wm’ (wm>t) + b(2)((wm)ta (wm)t) =0. (3-36)

Ainsi, de maniere analogue a (3.19), la dérivée de la fonctionnelle de 1’énergie

suivant la trajectoire w,, est :

d -~ ~ ~ ~ N 2 ~ 2
EE(tawm) = —2 (po2 + p11) [2<wm)t} [l(wm)t] — H21 [l(wm)t] — [2 [Q(U}m)t} .
(3.37)
De plus, en considérant (3.6), on a
iE(t W) < 0 (3.38)
a7 = ’
pour tout t € [0, 7).
Par conséquent, nous avons sur [0, 7] :
E(t, i) < E(0, ), t>0. (3.39)
Ce qui implique que
{tWm},,en- estbornée dans C([0,77;Z2) (3.40)
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3.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

et
{(m)¢},pen- est bornée dans  C'([0,77;0). (3.41)

Nous déterminons maintenant 'ensemble sur lequel {(ty, ) },,cn- €St bornée.
Soit m € N* fixé. Considérons ¢ € Z avec ¢ = (4, + ¢ telles que @1 € V,, et o
orthogonal a V.. dans O. Cest-a-dire ((Wm)#, p2)o = 0. D’apres (3.32) et (3.40)-

(3.41), nous avons :

~

(W)et, D)o = =0 (W, @) — 8P ()1, 0) < M| G1llz < M|z,

ou M est une constante strictement positive qui ne dépend pas de m. On en déduit

que
{(Wy)},pen €St bornée dans C ([0, T] ;Z') . (3.42)

—Passage a la limite
D’aprées le Théoréme d’Eberlein-Smulian [8], il existe des sous suites faiblement
convergentes {wWp, };cneo (W)t iene €8 { (Wi )it 1oy avee w € L (0,T; Z) , wy €

L*(0,T;0) , wy € L* (0,T; Z') telles que :

{pm,} —w dans L*(0,T;Z) (3.43)
{(,)¢} — w; dans L*(0,T;0) (3.44)
(W)t} — 0y dans L2 (o, T Z’) . (3.45)
Aussi, de (3.44) on a
{* (W)} = @, dans L?(0,T;R), (3.46)
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3.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

avec i = 1,2 et pour presque tout ¢ € [0,7].

Soit mg € N*. Pour toutes fonctions ¢ € L? <0, T, Vm0> de la forme

mo
Pla,t) = a;(t)g;(x) (3.47)
7j=1
ol a; € L*(0,T;R) et pour tout m; > my, la formulation (3.32) devient :

T
/ [y )ity D)0 + bV (W, @) + 0P (10, )i, @)] dt = 0. (3.48)
0

En passant a la limite dans (3.48) et en considérant les résultats de convergence

(3.43)—-(3.45), on obtient :
T
/ [, @) 27,z + b (@, p) + b (i, p)] dt = 0. (3.49)
0

Ainsi, (@), Q)77 + bV (0, @) + bP (i, ¢) = 0 p.psur[0,T] pour tout ¢ €
L*(0,T; Z).

Les fonctions ¢ de la forme (3.47) sont denses dans L? (0,7; Z). Donc (3.49) est
bien défini pour tout ¢ € L?(0,T; Z). On obtient ainsi I'expression de la formula-
tion faible presque partout sur [0, 7] . w est bien solution de (3.23).

Concernant les régularités supplémentaires, nous avons que w vérifie la régularité
(3.26)-(3.27), par définition de solution faible et les résultats importants (3.40)-
(3.41).

De plus, notons que (3.28) découle directement de la remarque 3.1 apres une
éventuelle modification sur un ensemble de mesure nulle et que la régularité de
(3.29) est déduite de la remarque 3.1 et du Lemme 3.2.

On conclut de ce qui précede qu’il existe bien une solution @ pour la formulation

faible (3.23)-(3.25).
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3.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

3.3.3 Unicité de la solution faible

Théoreme 3.5. La formulation faible (3.23) avec les conditions (3.24)—(3.25) ad-

met une unique solution .

Démonstration. Cette preuve est une adaptation de la preuve du Théoréeme 8.1 p.
290-291 dans [23].

Montrons premierement que la solution w satisfait les conditions (3.24)-(3.25).
Soit ¢ € C2([0,7];Z) telle que $(T) = 0 et ¢,(T") = 0. En intégrant 'équation
(3.23) sur [0, 7], on obtient :

T
| [t drzz + 00@,8) + 020, )] ar =
0

Par intégration par partie sous le crochet de dualité, on a :

~ ~

/0 ' (1, Do + b, 6) + b 1y, §)] dr = (4(0), (0)) 22 — (10(0), 4(0)) -
(3.50)
De méme, pour m fixé, par intégration par parties de (3.32) sur [0,7],on a:
[ [0 o + 69,8+ 69 (@) )] = {8, 600 ~ i, b0V
(3.51)

En utilisant (3.33)-(3.34) avec (3.43)-(3.45), et en passant a la limite dans (3.51)

le long de la sous-suite {w@,,, }, on obtient :

T
/0 (10, Bubo + b (1, ) + b2 (D), &) | dr = (80, 6(0))0 = ik, bi(0)o- (3.52)

Par comparaison entre I'expression (3.52) et I'expression (3.50), on obtient w(0) =
wp et vy = wy(0). D’ott les conditions initiales sont vérifiées.

Considérons maintenant « une solution de (3.23) telle que w(0) = wy = 0, w(0) =
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3.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

Up = 0.

Soit s € (0,7) fixé. Considérons la fonction auxiliaire suivante :

R J[Sa(r)dr, 0<t<s
bty =19~
0, t>s.

En remplacant ¢ par ¢ dans (3.23) et en intégrant par parties sur [0, 7], on obtient :

| [ o =1, 6() + 8260, () dr 0. 35

Par conséquent, on a

[ 5 [t oo - 300000600 dr = - [[82ate). (e

(3.54)
D’ou,
1, . Loy s L @) 5
50 @ — D) = - [ B2, alnar
0 0
Ainsi, nous obtenons
S0+ 560 E0),H(0) <0 (3.55)

b)(.,.) étant une forme bilinéaire coercive, alors w(s) = 0 et ¢)(0) = 0. Aussi
s € (0,7) étant arbitraire, on a w = 0.
Finalement, la formulation faible (3.23) avec admet bien une unique solution .

]
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3.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

3.3.4 Résultat complémentaire de régularité

Considérons le lemme suivant qui servira dans la démonstration du théoreme de

la continuité forte (Théoreme 3.6) de la solution faible .

Lemme 3.3. Soient X et Y deux espaces de Banach, X C Y avec injection continue,
X étant réflexif. On pose :

Cy ([0,T];Y) = {w € L>(0,T;Y) : t = (f,w(t))yy est continue sur[0,T],Vf € Y’}
qui désigne Uespace des fonctions faiblement continues a valeurs dans Y. Alors on a

L (0,T;X) N Cy ([0,7]:Y) = Cy ([0,7]: X) .

Démonstration. Voir Lemme 8.1 p. 297-298 de [23]. O

Théoreme 3.6. Aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, la

solution w de (3.23)-(3.25) vérifie

weC(0,T];2) (3.56)

i, € C([0,T];0). (3.57)

Démonstration. Cette preuve est basée sur les méthodes standards évoquées dans
la section 8.4 de [23] p. 297 — 301 et dans la section 2.4 de [41].

En considérant le Lemme 3.3, il découle de (3.26), (3.28) et des inclusions consi-
dérés en (1.45) que w € C,, ([0,7]; Z). De méme (3.27), (3.29) et les inclusions
considérés en (1.46) impliquent w; € C,, ([0,77]; O).

Soit £ € C*°(R) la fonction scalaire fixée telle que

E(z)=1siz e JCC0,T]

&(z) = 0 sinon.
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3.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

Ou J est un sous-intervalle compact de [0, 7] et CC désigne I'inclusion stricte et
compacte.
La fonction & est donc a support compact. Soit 7° une suite régularisante dépen-

dante du temps telle que 7* = ¢~y (%) avec

—1
Ce-lt? |t| <1
n(t) =
0, it > 1.

Notons que 7(t) appartient a C2°(R) pour tout réel C' et telle que [, ndx = 1.

En appliquant la régularisation par convolution des distributions, on définit
Wt =n"xfw e CX(R, Z).

La suite w° converge vers w dans Z et w; converge vers w; dans O presque partout
sur J. Par conséquent, E(t¢,w*) converge vers F(t,w) presque partout sur J. w°

étant dérivable, on obtient par un calcul direct sur J :

d -

ZE(t07) = =2+ puaa) [P ()] [V (1)] — gz [P (0] = pon M5 (1)]"

En passant a la limite dans (3.58), lorsque ¢ — 0, on obtient :

LBt ) = =2 (s + piz0) [n(8)] [M00(8)] — pro [Pion(0)] — ooy [Mn(2)]*.

dt
(3.59)

au sens des distributions sur J. (3.59) est bien vérifiée pour tout sous-intervalle
compact de [0, 77 car J est arbitraire.

Soit t € [0, 00[ bien fixé. Considérons (t,), . la suite telle que lim ¢, = t et une

n—oo
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3.3 Existence, unicité et régularité de la solution faible

suite (), définie par

1 1
o = Sllin(t) = i (t) + 5 IVET (@) = (t) I3 + 5 Pio(t) — 2ta)]”
+ 2 ) — ) (3.60)
Alors, pour tout n € N
U = B(t,0) + E(tn, ) — (1), wy(tn))o — (ELi(L), w(ty)) (3.61)

Puisque la fonction F est continue par rapport 3 ¢, on a :

A

E(ty, ) — E(t, ).

n—0o0

De plus w, w, sont faiblement continue. Ainsi en passant a la limite dans (3.61),

on obtient :
lim v, = 0.
n—oo
Cela implique que
lim [y (t) — W (t,)]|5 = 0 et lim ||w(t) — w(t,)||3 = 0. (3.62)
n—oo n—oo
Finalement, w € C ([0,7]; Z) et w, € C ([0,7];0). O
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3.4 Schéma semi-discret par la méthode des élé-

ments finis (MEF)

Maintenant que nous disposons de la formulation faible du probleme (3.1)-(3.5)
et que nous avons montré I'existence et 'unicité de la solution faible, nous re-
cherchons au moyen de la méthode des éléments finis une solution approchée.
Pour ce faire, nous élaborons un schéma numérique semi-discret ( discrétisation
en espace) stable et convergent. Comme au chapitre précédent et pour les mémes
raisons, nous considérons comme espace d’approximation, 'espace des fonctions

polynomiales cubiques d’Hermite noté ici

Sh = Vect {qbl, 92527 ceny ¢2n—17 ¢2n} .

Aussi par la séparation des variables, la solution approchée w;, € S peut s'écrire

sous la forme

n

wi(,1) = > [@i()dai1 (x) + () () i ()] .

=1
3.4.1 Probleme semi-discret

Soit Z" et S des sous-espaces de dimension finie respectifs de Z et H2(0,1) avec
¢;,j=1,..,N (ou N = 2n) une base fixe de S".

L’approximation de Galerkin de (3.23) nommée Probléme G" s’écrit comme suit :
Probléme G" : Trouver @), = (wy(1), (wp).(1),wy,) € C*([0,00[; Z") ou plus sim-
plement trouver la derniére composante w;, € C%([0, oo[; S") telle que pour chaque

t € (0,00)

c((wn)u(t), &) + al(wn)e(t), &;) + b(wn(t), 6;) =0,  ¢; € S" (3.63)

112



Schéma semi-discret par la méthode des éléments finis (MEF)

avec
wy(.,0) =wh € 5" et (wp)(.,0) =w e " (3.64)
ol les produits scalaires c et b sont des formes bilinéaires telles que :

((wn)alt), 65) = / () (wn)udryd,
b(wn(t), ¢;) = /0 EI(z)(Wh)ae(@5)zedz + a(wh)e(1)(¢5)2(1) + B(wn)(1)(0;)(1).

De plus, a est une forme bilinéaire telle que :

a((wn)e(t), ¢5) = 2011 (wn)e (1) (#5)2 (1) + pra2(wn)ze (1) (¢5)2(1)
+ pran (wn)e (1) (@5) (1) + 2p22(wn )t (1) (¢5) (1).

Notons que les valeurs initiales w{ et w sont des éléments de S” et doivent étre
choisies de maniere appropriée.

Aussi, wy, peut s’écrire dans la base choisie sous la forme :

N

wp(z,t) = Z Wi(t)di(z)
=1
avec wy,(z,0) = SO digi(x) et (wp)(z,0) = S0, Lig(x) .
On considere W, d, [ respectivement, les représentations vectorielles des fonctions

wp, wp(x,0) et (wp)(z,0) définies de la maniere suivante :

W=[W, W, ... Wy, (3.65)
d=1ldy dy ... dn]", (3.66)
=l b ... Iy]". (3.67)
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Ainsi, 'équation (3.63) est équivalente a I’équation vectorielle suivante :
MWy + SW, + KW =0, avec W(0)=d et W, 0)=I. (3.68)

Pour tout ¢,j = 1, ..., N, les matrices M, K et S sont données respectivement par :

1
M;; = c(¢i, ¢;) = /o p(x)digjde,

Sij = a(di, ¢5) = 20110 (1)(d7)2(1) + p12(0:)2(1)(05)x(1) + p21(9i)(1)(¢5)(1)
+ 2p92(¢3)2(1)(9;)(1),
Kij = b(¢i, ¢5) = /0 EI(x)(hi)aa(dj)aadr + a(di)o(1)(05)2(1) + B(:) (1) (¢5)(1).

Remarque 3.2. Les matrices M et K sont symétriques, définies et positives donc M et
K sont inversibles. Il résulte, d’apreés la théorie des équations différentielles linéaires,
que (3.68) admet une solution unique. Cela implique Uexistence et lunicité de la

solution du probléme G".

3.4.2 Estimation d’erreur a priori

Dans cette partie, la méthode décrite dans [3, 4] est utilisée afin d’effectuer une
estimation d’erreur a priori pour la solution de 'approximation de Galerkin (3.63).

Notons qu’on écrira

l[:a<«%>x>,exo> pour j§<u<q»t@v,a<7»d7.

Ou encore

T T
AH@MMﬁm@peru@mwmmww
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On considere 'opérateur de projection P défini par
b(w — Pw,$) =0 pour tout ¢ € S”. (3.69)

La projection de la solution faible w € H%(0, 1) sur S" est notée w,. En utilisant la

projection, nous subdivisons l'erreur e, (t) = w(t) — wy(t) comme suit :
en(t) =e(t) +e,(t) avec e(t) = w,(t) —wn(t) et e,(t) = w(t) — wy(t).
Soit H4(0,1) un sous espace de H%(0,1) tel que
Hp(0,1) = {w € H*0,1) : w(0) = w,(0) = 0} .
Supposons que

y € C([0,T]; Hg(0,1)),
y € L* (0,T; H(0,1)),

yw € L* (0,T; Hp(0,1)) .

D’apres la Proposition 3.2. p. 471 de [4] et le Théoréme 5.4.8 p. 149 de [6], nous

avons les estimations suivantes pour presque tout ¢ :

”ean?E(O,l) = |lw - wp“H?E(o,l) < CHh2||w”H;§(o,1)a (3.70)
1ep)ill iz, 0,1) = llws = (wp)ell 12 0,1) < Crh®[lwel 1 0,1, (3.71)
[(ep)etll 20,1y = llwee — (wp)stl|z2(0,1) < CHh2||wtt||HéE(o,1)> (3.72)

avec (7 une constante positive.

L’estimation de l'erreur e(t) = w,(t) — wy(t) est donnée par le lemme suivant.
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Lemme 3.4. Soit w € C'([0,T); H%(0,1)) N C*((0,T) ; H%(0,1)) alors,
le:(t) 20,1y + € |2 0,1) < 4Ve Ar (3.73)

avec

T T
Ar = [ lenOllron + 35 mass le(®llgion + 3K [ el
0 ) 0
(3.74)

+ llea(0) 120,y + VI + K le(0) iz 0.1) + VE N (€p)e(0) 12 0.1

oul K est une constante positive.

Avant de présenter la preuve de ce lemme, rappelons quelques propositions énon-
cées et démontrées dans [3] P7 et dans [4] P472. Elles seront utiles pour la preuve

du Lemme 3.4.

Proposition 3.1. Soit w € C*((0,7); H%(0,1)) et w, € C?((0,T); S") alors
C<<eh)tt(t)7 ¢) + a((eh)t(t)’ ¢) + b(e(t)v ¢) = 07 pour Chaque ¢ S Sh' (375)

Proposition 3.2. Sie, € C'([0,T); Hz(0,1)) N C?*((0,T); Hz(0, 1)), alors pour tout
te(0,7),

/Oa((ep)t(~)7€t(-)) Za((ep)t(t%e(t))—a((ep)t(O%e(O))—/O af(ep)u(.), e(.))-

Présentons maintenant la preuve du Lemme 3.4.

Démonstration. On a e € S". En remplacant w;, par e dans (3.63) , on obtient :

clew, ¢j) +aler, ¢j) +ble,9;) =0, ¢; € St (3.76)

Puis en prenant ¢; = ¢, dans (3.76), on a de maniere analogue a (3.18) l'expres-
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Schéma semi-discret par la méthode des éléments finis (MEF)

sion de I'énergie pour e donnée par :

1 1 1 1
B(t,e) = selenlt), eit) + 5b(e(t). e(t)) = 5 le®lEzon + 5@z 0 G77)

Les formes bilinéaires b et ¢ étant des produits scalaires et d’apres (3.77),on a :

%E(t, e) = clew(t), e(t)) + ble(t), e(t)). (3.78)

Prenons maintenant ¢ = e¢; dans (3.75). On obtient :

c((en)u(t), ex(t)) + al(en)i(t), e(t)) + ble(t), ex(t)) = 0

c(en(t), en(t)) +ble(t), ex(t)) + c((ep)u(t), en(t)) + al(ep)i(t), e(t)) + ale(t), e(t)) = 0.

En considérant (3.78) et le fait que a(e;(t), e;(t)) > 0, on a I'inégalité suivante :

%E(t e) < —c((ep)u(t), ei(t)) — al(ep)i(t), e(t))- 3.79)

Ainsi, pour tout ¢ € (0,7),
/0 %EW) = _/O cl(ep)u(-), el)) —/O a((ep)i(:), ex(.)). (3.80)

Puisque e, € C'([0,T); H%(0,1)) N C?((0,T); H%(0, 1)), d’apres la Proposition 3.2,

on a pour tout ¢ € (0,7)

&Am&mmmwza@mde—M@mmdm—Aawﬁwmmy

(3.81)
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Schéma semi-discret par la méthode des éléments finis (MEF)

En considérant (3.80) et (3.81), on obtient

/O%E(.,e)g—/o c((ep)u(t), e(t)) (3.82)
- (a«ep)t(t),e(t)) ~ alen0).¢(0)) - [ a((ep>tt<.>,e<.>>).

A partir de I'inégalité de Cauchy, I'inégalité de Young et d’aprés (3.77), on a les

inégalités suivantes :
lee(D) 1200y < 2E(t, €).

1 1
e((ep)u(®); eI < S (ep)u(z20) + S ller®lZ2 0 (3.83)

af(ep)i(t), e(t)| < Kl[(ep)e()l 2 0.0 lle®) 112, 0,1)5

< K2 (e)i(0) 3 0.y + 2K (1 )

‘/Ota((ep)tt(-%e(-))’ < /0t|a((ep)tt(.),e(.))|
< Ke™? /Ot!\<ep)tt(.)|y§%(07l) + Ke? /Otlle(-)lli@(o,l)

t t
<K [ leeOlgon + 2K [ B0
0 0

et

(e 0), 0))] < SKINenOy 0 + 5 KO0

Avec ¢ > 0 une constante strictement positive prise de facon arbitraire et X' >

(2k1u11 + kapi1 + kspior + 2]%’4#22)-

En considérant les expressions précédentes et en choisissant ¢ telle que 2Ke? = %,
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Schéma semi-discret par la méthode des éléments finis (MEF)

(3.82) devient

1 3 [t 1 /[t
3.0 <5 [ Bler+g [ IOl + 42100y G50

¢ 1 1
K7 [l + B0+ 51O oy + 51O 00

En multipliant (3.84) par 2, on obtient

t
E(te) < 3/ E(.e)+ Ky (3.85)
0

T T
avee Kr = [ ephul) s + 55 max (e (Ol + 85 | ez

+[ler(0) 10,1 + (1 + E)le(O) 172 0.0y + K N1(€p)e(0) 1512 0,0-

En appliquant maintenant I'inégalité de Gronwall, on obtient E(t, e) < Kre3t C’est-
a-dire

1 1
SOl + 51l o) < Kre®.

Finalement en considérant les inégalités

2
(llee(®) 120 + le@llmz0n ) < 2ed®l3z. + 2@z o) < 4Kre™

et

T T
Kr < 4] [ euOllzon + 3K maxlEh®llugon + 35 [ Iea(lmon
0 ) 0

2
+ leel®lzz0n) + VI+ Kl lmz0 + VEIE) )iz

on obtient le résultat (3.73). O

Nous pouvons a présent donner un résultat important pour la convergence du

schéma semi-discret.
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Schéma semi-discret par la méthode des éléments finis (MEF)

Théoréme 3.7. Soit w la solution de (3.22). Supposons que
w e CY[0,T); H2(0,1)) N C?((0,T); HE(0,1)), wy € L*([0,T); HE(0,1)) et considé-

rons les expressions (3.70)-(3.73). Alors, pour tout t € (0,7)

Jw(t) = wn (a2 0,1) + lwe(t) = (wa)e() 2201y < CHh2<Hw(t)”Hj;(o,1) + Hwt(t)HHle(og))

T

V| [ a0 igio + 3K mas [a(®)go

0 k)
T
+ 3K/ ||wtt(-)||HfE(0,1)] + 4vedt [wa - w?”]ﬂ(og)
0

+ V14 Kllwy — wgll gz 00 + VK Jw, — wf”H,%;(o,l)]- (3.86)

Avec wy(.,0) = wl et (w,):(.,0) = wf.

De plus, si w} et wh sont respectivement les interpolations d’Hermite de wy et de w,

alors :

lw(t) — wa(®) |z 0. + llwet) = (wa)e(®)llz20,1) < Cuh® [(Hw(t)ﬂﬂg(o,l) + ||wt(t)HH;g(o,1))
+4ve ((T +3KT) tg%3§]’|wtt(t)||1{g(o,1) + 3K tleff%]uwt(t)ﬂmﬂ(o,n
+ (2 + \/E)leHH?E(O,l) + 2\/ 1 + KHwU”H%(O,l))] . (387)

Démonstration. Soitw € C'([0,T); H%(0,1)) N C?((0,T); H%(0,1)) et
wy € L*([0,T); H4(0,1)). Pour tout ¢ € (0,7) on a

[w(®) = wn()l 2 0.0) + [wet) = (wn)e() [ 220,1) < 1w (t) = (wp) () 20,1
+ Jwe(t) = (wp)e() |l 120,1) (3.88)

+ lle@)ll 2 0,1) + llee(®)l 20,1

En utilisant le Lemme 3.4, (3.88) et (3.70)-(3.72), on obtient (3.86). Aussi, en

considérant w! = Tlw, et wh = Iw, respectivement les interpolations d’Hermite
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Schéma semi-discret par la méthode des éléments finis (MEF)

de wyetde w;,ona:

Jof = ol < 1§ = wollgon + o = Mol g
< 20uh? |woll g1 (0,1)
i = Tarll ez < Cllwf = wrllgo + Cller = Tanllg oy

< 20uh*[lwi |l 114, 0,1)-

T .
De plus, en prenant [ [[ws(.)llms01) < Ttgﬁ%"wtt(t)HHé(OJ)’ on obtient (3.87).

0
Remarque 3.3. L’ordre de convergence pour le schéma semi-discret en espace est de

2.

Conclusion : Au terme de ce chapitre, il ressort que le probléme (3.1)-(3.5) est
bien posé au sens des Cy-semi-groupes et qu’il existe une unique solution faible
pour la formulation faible de ce probleme. Par ailleurs, le schéma numérique semi-
discret établi au moyen de la méthode des éléments finis pour la discrétisation en
espace est stable, convergent et son ordre de convergence est 2.

Nous présentons a présent les différents résultats de nos simulations numériques.
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Chapitre 4

Simulations numériques

Dans ce chapitre, nous effectuons des simulations numériques afin de montrer
lefficacité de la méthode numérique développée aux chapitres précédents. En ef-
fet, nous présentons les résultats de simulations permettant de vérifier I'ordre de
convergence prouvé dans les sous-sections 2.4.3 et 3.4.2. Nous étudions aussi I'in-
fluence des parametres de contrdle de feedback sur la dissipation de 1’énergie et
sur les oscillations des poutres étudiées. Dans tous les exemples de simulation, on

considere K1 = p = 1.

4.1 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli a coeffi-

cients constants

4.1.1 Ordre de convergence (o.d.c)

Dans cette sous-section, nous déterminons par des simulations numériques 'ordre
de convergence obtenu au Théoreme 2.6.

Nous fixons de facon arbitraire « = § = 5 et nous prenons un pas de temps fixe
At = 1072, Puis nous calculons sur I'intervalle [0, 1], les solutions numériques pour

différents pas de discrétisation en espace h = 2%, n=2,3,4,5,6,7,8. Pour calculer
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4.1 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli & coefficients constants

I'ordre de convergence, nous utilisons la formule suivante :

(O.d.C)i = IOg [(eh)i/eh)i_l] /IOg (hz/hz—l) , = 1, ceey 6.

Nous considérons comme conditions initiales :

yo(z) = —0.62% 4 0.42°

UOEO.

Les normes [? de lerreur e, = y — v, et les résultats o.d.c sont présentés dans le

tableau suivant.

Tableau 4.1 — Ordre de convergence expérimentaux du premier probleme.

At | h llen ]2 o.d.c
1072 1 | 468107 | —
1072 | 1 ]221%107" | 1.19
1072 | & | 6471072 | 1.77
1072 | &5 | 1.76%1072 | 1.87
1072 | & | 4.60%107% | 1.93
1072 | o5 | 1.21%107% | 1.98
1072 | 56 | 2775107 | 2.05

4.1.2 Influences des controles sur la dissipation de I’énergie

Nous présentons maintenant les simulations numériques de la dissipation de

I'énergie pour différentes valeurs de « et §3.

123



4.1 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli & coefficients constants

1" cas : o = (5.

05
a=G=0
045 a=3=0.1| -
a=g=1
04
0.35
10 15 20 25

Temps t

Figure 4.1 — Dissipation de I'énergie pour
a=L£=0;0.1;1.

2°cas: a # [.

— On fixe a = 0.05 et on fait varier .

05

=01
4=0.5 | -
=0.9

045

04

0.35

03

E(t)

02Fr

0151

01r

0051

0 5 10 15 20 25
Temps t

Figure 4.3 — Dissipation de I'énergie pour
3 =0.1;0.5; 0.9.

05
a=p=5
045 a=0=10 | -
a=p=15
04 b

0 10 20 30 40 50
Temps t

Figure 4.2 — Dissipation de I'énergie pour
a = 3 =5;10;15.

0 . N
0 5 10 15 20 25

Temps t

Figure 4.4 — Dissipation de I'énergie pour
£ = 5;15;30.
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4.1 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli & coefficients constants

— On fixe 8 = 0.05 et on fait varier a.

05 T 05
a=0.1 a=5
045 a=0.5| 4 045 a=15 |
a=0.9 =30
047 04
0.35 0.35

g 0.25
02
0.15
0.1
0051
00 é 16 1‘5 26 25 0 é 16 1‘5 26 25
Temps t Temps t
Figure 4.5 — Dissipation de I’énergie pour Figure 4.6 — Dissipation de I'énergie pour
a =0.1;0.5;0.9. a = 5;15;30.

Commentaire 4.1.

On constate de maniére générale que les controles proposés dissipent U'énergie quelles
que soient les valeurs des parameétres de controle. Ceci corrobore bien le résultat ob-
tenu en début d’étude sur la décroissance de Uénergie du systéme. En particulier; pour
a = = 1letpour a = = 5 Uénergie s’annule respectivement au bout de 15 secondes
et 40 secondes.

Considérons le cas « # 3. On fixe un parameétre et on fait varier Uautre parameétre, et
vice versa, en leur attribuant des valeurs similaires. On constate a travers les Figures
4.3-4.4 et les Figures 4.5-4.6, que lorsqu’on fait varier [ avec « fixé, on obtient une
annulation plus rapide de Uénergie par rapport au cas inverse. En effet, lorsqu’on fixe
a = 0.05, Uénergie s’annule au bout de 15 secondes puis au bout de 20 secondes res-
pectivement pour $ = 0.9 et pour 8 = 0.1. Par contre, lorsqu’on fixe § = 0.05 avec
a = 0.9 puis a = 0.1, I'énergie ne s’annule pas au bout de 25 secondes.

On peut déduire des résultats graphiques que pour les mémes valeurs des paramétres
de contréle, le contréle moment en vitesse de rotation favorise une dissipation plus

rapide de I’énergie en comparaison au contrdle force en vitesse.
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4.1 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli & coefficients constants

Remarquons que le cas o = 5 = 0 présenté a la Figure 4.1, correspond Uévolution de

Uénergie lorsque la poutre n’est pas controlée.

4.1.3 Influences des contréles sur les vibrations de la poutre a

Pextrémité libre

Dans cette sous section, nous présentons 'effet des controles sur la position et

I'angle de rotation a 'extrémité libre de la poutre (en z = 1).

1" cas : a = (5.

0.25

0zr

0151

01r

005

(1,9
4?

-0.05 H

0.1

-0.15

-0.2

-0.25

Temps t

Figure 4.7 — Courbes des positions y(1,?)
pour a = 5 =0.01;0.1; 1.

0.4

03}

02}

01}

y(1,0

-0.1

021

03}

-04

0 10 20 30 40 50
Temps t

Figure 4.8 — Courbes des positions y(1,?)
pour o = 8 = 2;5;10.
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04
=f=0.01
a==0.1
03 a=p=1 1
0.2

LA AR A A A R
AT

-02

v (LD

-03

-04

10 20 30 40 50
Temps t

Figure 4.9 — Courbes des angles de rotations
y(1,t) pour « = 5 =0.01;0.1; 1.

2°cas: a # .

— On fixe a = 1 et on fait varier §.

04

8=0.1
5=0.5
6=09] |

03r

02F

01F

y(1,0

011

-0.2

031

04 ‘ ‘ ‘
10 15 20 25
Temps t

o
o

Figure 4.11 — Courbes des positions y(1,?)
pour g = 0.1;0.5;0.9.

0.4

a=p=2
a=3=5
a=g=10| |

03}

02}

01}

p—"

01

v (1,0

-02

-03F

-04 : : : :
0 10 20 30 40 50
Temps t

Figure 4.10 — Courbes des angles de

rotations y,(1,t) pour o = § = 2; 5; 10.

0.4

#=5
p=15
B=30| |

03}

02}

01}

y(1,6)

-0.1 [

-02F

03}

04 . : . .
0 5 10 15 20 25
Temps t
Figure 4.12 — Courbes des positions y(1, t)
pour 3 = 5;15; 30.
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04 04 T
#=0.1 3=5
el =
02r R 02
01F 1 01}
= —
2 o = o
w w
- s
-0.1 ] 04}
02 ] 0.2r
-0.3 R -03F
-0.4 ‘ : : ‘ -04 : : : :
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20
Temps t Temps t
Figure 4.13 — Courbes des angles de Figure 4.14 — Courbes des angles de
rotations y,(1,¢) pour 8 = 0.1;0.5;0.9. rotations vy, (1,t) pour § = 5; 15; 30.
— On fixe § = 1 et on fait varier «.
04 04 T
a=0.1 a=5
a=0.5 a=10
031 2=0.9] | 031 =15 ]
02r R 02}
01r 4 01t
= =
g o S
) >
-0.1 1 1 -0.1 [
-0.2 1 021
03+ 1 03
-04 : : : : -0.4 : : : :
0 -] 10 15 20 25 0 5 10 15 20
Temps t Temps t

Figure 4.15 — Courbes des positions y(1,?) Figure 4.16 — Courbes des positions y(1, t)
pour o = 0.1;0.5;0.9. pour « = 5;10; 15.
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04

4.1 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli & coefficients constants

04 T
a=0.1 a=5
a=0.5 a=10
03f @=0.9| | 03r a=15] |
02r 02
01 +F 01}
0y ::* 0
=
-01 -0.1
02+ 0.2
03+ 03rf
-0.4 ‘ : : ‘ -04 : : : :
5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Temps t Temps t
Figure 4.17 — Courbes des angles de Figure 4.18 — Courbes des angles de
rotations y,(1,t) pour a = 0.1;0.5;0.9. rotations y,(1,t¢) pour o = 5;10; 15.

Commentaire 4.2.

A travers les différents cas observés, on constate que de maniére générale, les contréles
proposés suppriment les vibrations a Uextrémité libre de la poutre. En particulier; pour
«a = 8 = 1, on constate une annulation des vibrations a Uextrémité libre de la poutre
au bout de 3.5 secondes.

Aussi, lorsqu’on fixe o = 1 et on fait varier § (Figures 4.11-4.14), Uon constate que
les vibrations a Uextrémité libre de la poutre s’annulent rapidement et pratiquement
au méme moment. Cependant, lorsqu’on fixe § = 1 et on fait varier « (Figure 4.15-
4.18), les vibrations a Uextrémité libre de la poutre s’annulent a des moments diffeé-
rents et moins rapidement que dans le cas précédent. Par exemple, pour o = 1 fixe,
lorsqu’on prend f = 0.1 puis 5 = 0.9, les vibrations a Uextrémité libre de la poutre
s’annulent au bout de 5 secondes (Figure 4.11). Par contre, lorsqu’on fixe § = 1 et on
prend a = 0.1 puis a = 0.9, les vibrations a Uextrémité libre de la poutre s’‘annulent
respectivement au bout de 10 secondes puis au bout de 7 secondes (Figure 4.15).

On peut déduire des résultats graphiques que pour les mémes valeurs des parameétres
de contréle, le controle moment en vitesse de rotation stabilise plus rapidement les

mouvements de la poutre a Uextrémité libre.
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y(x,t)

-0.1

4.1 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli a coefficients constants

4.1.4 Influences des controles sur la déflection de la poutre

y(,t)

Nous montrons maintenant la déflection de la poutre y(z,¢) pour z € [0,1] et sa

convergence vers I'état d’équilibre y = 0 sur l'intervalle de temps ¢ € [0, 50].

1" cas: o = f3.

y(x,t)

Temps t

Figure 4.19 — Déflection y(x,t) pour
a=p0=0.1.

2°cas: a # [.

02

0.1

30
15
X Temps t

Figure 4.21 — Déflection y(x, t) pour
a=0.1;6=5.

y(x,t)

-0.05

y(x,t)

-0.15
-0.2

-0.25 -
0

-0.05

-0.15

-0.1

-01

10 0
& 1 3 40 30 20
Temps t

Figure 4.20 — Déflection y(z,t) pour
a=p=>5.

10
20
40 30

Temps t

Figure 4.22 — Déflection y(x,t) pour

a=5p8=0.1.
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4.1 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli & coefficients constants

Commentaire 4.3.

Les figures présentées nous permettent d’observer limpact des controdles sur le com-
portement dynamique de la poutre. On constate que les oscillations de la poutre sont
amorties rapidement pour o« = = 5ou a = 5 et § = 0.1. La poutre retrouve ainsi
trés rapidement Uétat d’équilibre iy = 0. Ces représentations graphiques vérifient bien

le résultat du Théoréme 2.3.

4.1.5 Sensibilité des parametres « et J sur la stabilité

Dans cette partie, nous étudions objectivement I'influence des parametres « et 3
sur la stabilisation de la poutre. Dans ce but, on note dans le tableau ci-dessous,
le temps d’amortissement 07 (en seconde) des vibrations de la poutre pour

différentes valeurs de « et 5.

Tableau 4.2 — Temps d’amortissement des vibrations de la poutre (en seconde)
pour différentes valeurs de a et .

0.8 1 5 10 15 20 30

0.1 5.53 6.69 17.07 24.76 26.6 27.62 31.41
0.5 3.67 461 839 917 951 993 9.86
085 | 4.28 418 10.81 15.17 15.53 15.19 12.08
1 461 491 11.79 16.85 18.22 18.46 18.08
1.5 5.70 5.6 1439 21.85 24.51 26.77 27.48
2 6.69 7.49 19.44 25.62 28.86 30.88 37.79

L’indice de sensibilité de Sobol de premier ordre s’écrit de la maniére suivante :

~ Var [E(67|Y3)]

Si = Var(67) 4.1)

ou Var(ét) et E(07|Y;) ) représentent respectivement la variance de o7 et 'espé-
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4.2 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli i coefficients variables

rance conditionnelle de /7 obtenue en fixant Y; = a et Y; = § dans (4.1).
Le calcul des indices de sensibilité de Sobol de premier ordre, nous donne le résul-

tat suivant :

Sa >~ 0.36

D’apres le résultat précédent, on a S, < Ss. Nous pouvons en déduire que le pa-
rametre de controle 3, a plus d’impact sur la stabilisation de la poutre par rapport

au parametre «.

4.2 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli a coeffi-

cients variables

4.2.1 Ordre de convergence (o.d.c)

Cette sous-section, concerne la validation par des simulations numériques de
I'ordre de convergence obtenu au Théoreme 3.7.

Nous prenons arbitrairement o = 8 = 107! et 1y = 2, pige = 3, oy = 5, p1z = 10
(conformément a la condition (3.6)). Aussi, nous prenons un pas de temps fixe
At = 1072, Puis nous calculons sur I'intervalle [0, 1], les solutions numériques pour
différents pas de discrétisation en espace h = 2%, n=2,3,4,56,7,8. Pour calculer

I'ordre de convergence, nous utilisons la formule suivante :

(o.d.c), =log|[(en)i/en)i-1] /log (hi/hi—1), i=1,..,6.
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4.2 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli i coefficients variables

Nous considérons comme conditions initiales :

Casa) wy(xr) = —0.62> +0.42°, vy =0 (tableau de gauche)

Casb) wy(x) = %xQ, vp =0 (tableau de droite).

Les normes de l'erreur /2 de e, = y — yj, et les résultats o.d.c sont présentés dans

les tableaux suivants.

Tableau 4.3 — Ordre de convergence expérimentaux du deuxiéme probléme.

At | h llen |2 o.d.c At | h llen |2 o.d.c
1072 ] 1 |340%107" | — 1072 ] 1 | 8314107 | —
1072 | & | L.73%107" | 1.20 1072 | & ] 2.078%107" | 2.0002
1072 | & | 5.28%1072 | 1.71 1072 | & | 5.194% 1072 | 2.0014
1072 | 35 | 1.43%107% | 1.88 1072 | 45 | 1.292% 1072 | 2.0042
1072 | & | 3.70%107% | 1.95 1072 | & | 3.206%107% | 2.0112
1072 | 55 | 8:95%107* | 2.04 1072 | 35 | 7.612% 107 | 2.0704

Remarque 4.1. Le choix de la condition initiale a un impact sur Uordre de conver-

gence.

4.2.2 Influences des controéles sur la dissipation de I’énergie

Pour commencer, on fixe les valeurs 5 = 2, ;1 = 1, oo = 5, 1o = 5 et pg; = 1.
Puis, on fait varier o (1¢" cas). Ensuite, on prend oo = 1, 11 = 1, pioe = 5, piio = 5

et ug; = 1 on fait varier 5 (2°¢ cas).
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4.2 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli i coefficients variables

1 cas. 2¢ cas.
0.6 . . . . . ; 0.7 T T T T T T T T T
a=1 =1
a=5 B=5
05} a=10| | 0.6 | p=10 | -
0.5 i 9
0.4 o
S — 0.4 i
\5’ 03 1 %
0.3 8
0.2 o
0.2 i
0.1 -
L ) _L\ _
0 0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps t Temps t
Figure 4.23 — Dissipation de I'énergie pour Figure 4.24 — Dissipation de I'énergie pour
a=1;5;10. £ =1;5,10.
A présent, nous supposons o = 1, 5 = 2, puy;; = 1, peo = 5, 112 = 5 et on fait varier
o1 (1 cas), puis on fixe les valeurs o = 1, 5 = 2, u1; = 5, 12 = 1, 101 = 5 et nous
faisons varier 9, (2€ cas).
1°¢" cas. 2% cas.
0.6 T T T T T 0.6 T T T T T
By =1 Hyp=1
Haq= Byy=5
05} 1y =10 | 1 05} 1py=10 | -
0.4 & 0.4 g
% 03 1 i

20 25 30 35 40 45 50 25 30 35 40 45 50

Temps t Temps t
Figure 4.25 - Dissipation de 1’énergie pour Figure 4.26 — Dissipation de '’énergie pour
po1 = 1;5:10 . po2 = 1:5;10 .

Nous prenons maintenant a = 1, § = 2, 11 = 5, pe = 1, uo1 = 5 et on fait varier
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4.2 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli i coefficients variables

12 (1°7 cas). Puis on fixe les valeurs « = 1, § = 2, pgs = 5, j1o1 = 5, 12 = 1 et on

fait varier 11, (2° cas).

1€ cas.

0.6 . . . . . . . .
Byp=1
1575
05 pyp=10 |
20 25 30 35 40 45 50
Temps t

Figure 4.27 — Dissipation de 1’énergie pour

pie = 1;5;10 .

2€ cas.

Pour terminer cette sous section, nous fixons des valeurs a 'ensemble des para-

metres «, /3 et p;; tout en respectant la condition (3.6).

05/

045

04

0.35

031

0.25

E(®)

02

0.15

0.1F

.

0.05

140, =0.00, s, =01, 12, =05, 11, =1

By = By =2, p1y,=3 1y =4

1y =00, =1, e =05, g, =2

0

0 10

20

30 40

Temps t

50

Figure 4.29 - Dissipation de 1’énergie pour
différentes valeurs de y;; et « = 8 = 0.

0.6
pyy=1
#y4=5
0.5 | PRSI
0.4 4
0.3 <
024 -
0.1 4
0 —— . - n
0 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps t
. S ) .
Figure 4.28 — Dissipation de '’énergie pour
pin = 1;5;10 .
0.6 T T T
11y =0.00, 11, =0.1, 12, =05, i, =1, a=1, =5
tyy =1, 1y,=2, 11,73, 11, =4,0=0.1, =5
051 $4q=0.01, p1,=1, 12,,=0.5 , 1, =2 a=0.1, p=0.5 |
04 J
20 30 40 50
Temps t

Figure 4.30 — Dissipation de '’énergie pour

différentes valeurs de p;; et o # 5 # 0.
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4.2 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli i coefficients variables

Commentaire 4.4.

De maniere générale, nous observons une dissipation de l'énergie quelles que soient
les valeurs attribuées aux parameétres de controle, conformément a la condition (3.6)
( Figures 4.29 et 4.30). Ceci justifie le résultat de dissipation de ’énergie obtenu en
début de Uétude de ce probleme.

De plus, au regard de la Figure 4.23 et de la Figure 4.24, on constate que lorsqu’on
fait varier les valeurs de « et [3 les courbes de U'énergie obtenues restent pratiquement
identiques. Par contre, on constate aux Figures 4.25-4.28 que pour ces mémes va-
leurs attribuées aux paramétres yu;; (avec 1 < i,j < 2), les courbes de Uénergie sont
différentes. On déduit de ces observations que les parameétres de contréle « et [ n’ont
aucune influence sur la dissipation de l'énergie.

A présent, considérons les parametres jio; et oo associés au contréle force (Figures
4.25-4.26). Lorsqu’on donne a i3, des valeurs égales a 1, 5 puis 10, l’énergie s’‘annule
respectivement au bout de 15, 20 puis 25 secondes. Aussi, lorsqu’on donne a jioo des
valeurs égales a 1, 5 puis 10, U'énergie s’annule respectivement au bout de 17, 25 puis
30 secondes. Le paramétre jio; semble donc permettre une annulation plus rapide de
Uénergie par rapport au parameétre ji55. Considérons maintenant les parametres i1,
et 1o associés au controle moment (Figures 4.27-4.28). Lorsqu’on donne a 15 des
valeurs égales a 1, 5 puis 10, Uénergie s’annule respectivement au bout de 15, 20 puis
25 secondes. Aussi, lorsqu’on donne a ji; des valeurs égales a 1, 5 puis 10 Uénergie
s’annule respectivement au bout de 20, 25 puis 30 secondes. Le paramétre ji12 semble

donc permettre une annulation plus rapide de U'énergie par rapport au parametre ji,;.

4.2.3 Influences des controles sur les vibrations de la poutre a
Pextrémité libre

Nous comparons maintenant les positions et I'angle de rotation de la poutre en

x = 1 pour différentes valeurs des parametres de controle.
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w(L,t)

4.2 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli i coefficients variables

Pour ce faire, on fixe les valeurs 5 = 2, p1; = 1, pioe = 5, pi12 = 5 et pg; = 1 on fait

varier o (1" cas). Ensuite, on prend oo = 1, 11 = 1, pigs = 5, 112 = 5 et g

fait varier 5 (2¢ cas).

1¢" cas
0.05 T T T T T T
0 T\_,
-0.05 g
-0.1 4
-0.15 4
a=1
a=5
a=10
55 A R S
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps t
Figure 4.31 — Courbes des positions w(1, t)
pour a = 1;5; 10.
0.02 T T T T
0.01 1
ok
-0.01 1
2210
P S S S
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps t

Figure 4.33 — Courbes des angles de
rotations w,(1,t) pour a = 1;5; 10.

w(L,t)

=1on
2°¢ cas.
0.05 T T T T T T T T T
0 \—xn
-0.05 i
-0.1 i
0.15 al
B=1
B=5
—— B=10
P . . ‘ . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps t

Fi

gure 4.32 — Courbes des positions w(1,t)
pour 3 = 1;5; 10.

0.02 T T T T T T T T T

50

-0.01 i
JR—
— =5
B=10
002 ; : ; : ; : ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Temps t

Figure 4.34 — Courbes des angles de
rotations w,(1,t) pour g = 1;5; 10.
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4.2 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli i coefficients variables

A présent, nous supposons a = 1, 5 = 2, u1; = 1, ugs = 5, py2 = 5 et on fait varier

to1 (1€ cas), puis on fixe les valeurs o = 1, = 2, pyy = 5, j12

nous faisons varier f, (2° cas).

Figure 4.35 — Courbes des positions w(1, t)

w_(1,t)

pour po; = 1; 5; 10.

T
1" cas.
0.05 . - - . . . .
0-[\,/
-0.05 1
-0.1" ,
0.15 Bgy=1
By =5
ppy=10
0.2 ; ‘ ; i ; ‘ ; ; :
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps t

o

-0.005
-0.01

-0.015
-0.03

7

-0.04 -\/
-0.045

-0.05

o
(%))

20 25

Temps t

30 35

Figure 4.37 — Courbes des angles de
rotations w,(1,t) pour ug; = 1;5; 10.

50

-0.05 - 4

w(l,t)

-0.15 1

:1,M21:5et

2¢ cas.

0.05 T T T T T

-0.1 &

P
=5
=10

L#%)

Foo

02 . . . . . . . | )
20 25 30

Temps t

50

Figure 4.36 — Courbes des positions w(1, t)

pour pee = 1; 5; 10.

0.02 . . . :
or —
/
-0.02 1
-0.04 1
A
=
e
=, -0.06 -
=
0.08 i
-0.1 ]
Byp=1
0.12 Byp=5 |
=10
0.14 \ ‘ ‘ ‘ . , \ . ‘
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Temps t

Figure 4.38 — Courbes des angles de
rotations w,(1,t) pour ugs = 1;5; 10.

138

50



4.2 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli i coefficients variables

Nous prenons maintenant a = 1, § = 2, 11 = 5, pee = 1, o1 = 5 et on fait varier
12 (1€ cas), puis on fixe les valeurs a = 1, 5 = 2, pgs = 5, o1 = 5, j112 = 1 et nous
faisons varier j1; (2€ cas).

1€ cas. 2¢ cas.

0.05 : : : : : , ;
ok
Q~o.os- 1 =
- A
F E
01 ik
1 -0.16
0.15 . =t
1575 -0.18 Bar=
#4,=10 #y4=10
0.2 i | L L L L I i I -0.2 L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Temps t Temps t

Figure 4.39 — Courbes des positions w(1, t) Figure 4.40 — Courbes des positions w(1, t)
pour o = 1; 5; 10. pour 1 = 1;5; 10.

w_(1,t)

0.02 T T T T T T T T T
il
-0.02 A
-0.04 4
=
-
L -0.06 1 =
B -005r
-0.08 d
-0.06 -
0.1 { .
-0.07
Byp=1 Byy=1
0.12 Bp=5 | -0.08 I Byy=58
=10 1y,=10
-0.14 : : g : : : ‘ ; ' -0.09 . : . . . . . ! ;
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 o 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Temps t Temps t
Figure 4.41 — Courbes des angles de Figure 4.42 — Courbes des angles de
rotations w,(1,t) pour p2 = 1;5; 10. rotations w,(1,t) pour uy; = 1;5;10.
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4.2 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli i coefficients variables

Nous fixons des valeurs a 'ensemble des variables «, /5 et p;; tout en respectant la

condition (3.6).

0.1 T T T T 041
0.05 0.05 b
h
0 - e — ol !\,yg _— |
= - |
Nl ™
= -0.05 = 005 f
= S
01 E -0.1 -
015 1144=0.01, 41,,=0.1, 11, ,=0.5, 11, =0.5, =0, 3=0 | | 015 184,=0.01, 41,,=0.1, 41, =0.5, yu,, =0.5, 2=0.01, g=0.1 | |
4= ppy=2,40,=3, p, =4, =0, =0 Pgy =1 1y =20410,=3, iy =t =2, i=3
1442001, p1,5=1,11,,=0.5, pu, =2, a=0, 0=0 1y =00, g1y =1,41,,=0.5, iy =2, =2, 3=0.5
02 . . . . 02 . . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
temps t temps t

Figure 4.43 — Courbes des positions w(1, t) Figure 4.44 — Courbes des positions w(1, t)
pour différentes valeurs de j;; et a = = 0. pour différentes valeurs de s, « et /5.

0.05
o e oH [Lﬁ,.,_
"‘
e - 005 .
b g |
™ Aam)
v% vk‘.
z 2
-0.1 ] -0.1 1
0.15 114y=0.01, j2,=0.1, 41, =0.5, 11, =0.5, =0, 3=0 | | 0.15 114y =0.01, 11,=0.1, 11, =0.5, ju, =05, =001, =01 | |
Pryg=, 1yy=2o0byy=3, fhoy =4, =0, B=0 Py =, 1hgp=20014y=3, fhoy =4, =2, §=3
,;"=0_D1, “22=1’“|z=0'5’ ¥y =2, a=0, 3=0 = ,:”=0.01, ,Lzz=1,,tm=o_5, Figq =2, o=2, 3=0.5
0.2 - - - 0.2 * - -
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
temps t temps t
Figure 4.45 — Courbes des angles de Figure 4.46 — Courbes des angles de
rotations w, (1, t) pour différentes valeurs de  rotations w,(1,¢) pour différentes valeurs de
,uijetoz:B:O. ,U/Z'j,Oéetﬁ.

Commentaire 4.5.
Au regard des Figures 4.43-4.46, nous constatons que Uattribution d’'une valeur posi-
tive a tous les parametres de contréle conformément a la condition (3.6) permet une

annulation rapide des vibrations a Uextrémité libre de la poutre.
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4.2 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli i coefficients variables

Remarquons a travers les Figures 4.31-4.34, que malgré Uattribution de différentes
valeurs aux paramétres de controle « et 3, les courbes des positions et des angles
de rotation a Uextrémité libre obtenues restent pratiquement les mémes. Cependant,
d’aprés Figures 4.35-4.42, les courbes des positions et des angles de rotation a lUex-
trémité libre sont différentes lorsqu’on attribue différentes valeurs aux parametres de
contréle p;;. De plus, une diminution de la valeur des paramétres ;;, entraine une
annulation plus rapide des vibrations a Uextrémité libre. On déduit de ces observa-
tions que les paramétres de contréle « et 5 n'ont pas d’influence sur Uamortissement

des vibrations a Uextrémité libre de la poutre contrairement aux parametres ji;;.

4.2.4 Influences des controles sur la déflection de la poutre
w(z,t)

Nous représentons la solution w(x,t). Ainsi, nous observons la déflection de la
poutre pour x € [0, 1] et sa convergence vers I'état d’équilibre w = 0 sur I'intervalle
de temps t € [0, 50].

Nous fixons des valeurs a 'ensemble des parametres o, 3 et ;; tout en respectant
la condition (3.6). Pour le graphique de gauche nous fixons a = 2, § = 3 et u;; = 1,
foo = 2, p12 = 3, poy = 4. Pour le graphique de droite nous considérons oo = 0.01,

6 =0.1et Hi1 = 001, Moo = 01, Hi2 = 05, M21 = 0.5.
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w(x,t)

-0.05

-0.1

-0.15

4.2 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli i coefficients variables

w(x,t)

temps t X = temps t

Figure 4.47 — Déflection w(zx,t) pour Figure 4.48 — Déflection w(x,t) pour

différentes valeurs de p;;, o et 3.

différentes valeurs de p;;, o et 5.

Commentaire 4.6.

De maniere générale, nous avons la convergence de la poutre vers Uétat d’équilibre
w = 0. Ce qui confirme le résultat du Théoréme 3.3.

Nous constatons a travers les Figues 4.47 et 4.48 que les oscillations de la poutre sont
amorties rapidement pour o = 2, § = 3 et 11 = 1, fiog = 2, 1o = 3, g1 = 4. Ainsi,
pour ces valeurs des parameétres de controle, la poutre retrouve trés rapidement Uétat

d’équilibre.

4.2.5 Sensibilité des parametres de controle sur la stabilité

Au regard des courbes obtenues précédemment pour différentes valeurs des para-
metres de controle («, 5 et y;; avec 1 < 4,5 < 2), nous nous proposons dans cette
partie, de comparer les indices de sensibilité de Sobol des parametres fip; et fioo
associés au contrdle force puis les indices de sensibilité de Sobol des parametres
11 €t pi12 associés au controle moment.

On note dans le tableau ci-dessous, le temps d’amortissement des vibrations de la
poutre 47 (en seconde), pour différentes valeurs de 11 et pg2, apres avoir fixé les

valeursa =1, 8 =2, uy1 = 1, 12 = 5.
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4.2 Equation de poutre d’Euler-Bernoulli i coefficients variables

Tableau 4.4 — Temps d’amortissement des vibrations de la poutre (en seconde)
pour différentes valeurs de jio; et juoo

F2 0 01 09 1 3 5 10 15
H21

0.1 643 657 681 9.00 1260 13.03 13.51

0.9 757 596 10.08 12.97 1627 17.83 15.53

858 808 821 13.19 175 19.30 17.48

3 9.80  16.62 14.86 15.64 19.77 2576 27.12

5 10.86 12.91 13.03 16.18 22.98 26.47 34.18

10 1422 1619 17.52 15.48 25.98 27.66 44.83

15 21.48 2467 259 20.09 2693 3588 45.7

Le calcul de l'indice de sensibilité de Sobol de premier ordre de chacun de ces

parametres donne le résultat suivant :

Sy =~ 0.53

Spas 2 0.47.

Nous constatons que S,,, > S,,,. Nous pouvons donc affirmer que le parametre
de controle ps;, a plus d’impact sur la stabilisation de la poutre par rapport au
parametre fios.

On note a présent dans le tableau suivant, les temps d’amortissement des vibra-
tions de la poutre §7 (en seconde), pour différentes valeurs de 115 et jq1, apres

avoir fixé les valeurs a = 1, 8 = 2, pg; = 5, puos = 1.
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Conclusion générale et perspectives

Tableau 4.5 — Temps d’amortissement des vibrations de la poutre (en seconde)
pour différentes valeurs de ji15 et juq1.

G 09 1 3 5 10 15
H12
0.1 711 858 875 1022 1201 13.6 14.07
0.9 823  10.62 1250 14.31 16.06 16.59 16.96
935 1173 11.84 10.53 15.63 20.04 18.73
3 10.77 12.88 12.50 12.98 19.93 23.28 30.92
5 12.97 13.09 15.92 17.72 15.88 25.12 33.25
10 13.05 15.64 18.20 22.71 30.52 40.62 44.14
15 22.72 2326 20.71 29.62 33.39 42.07 45.94

Nous calculons 'indice de sensibilité de Sobol de premier ordre de chacun de ces

parametres. Nous obtenons le résultat suivant :

Spy ~ 0.56

Sy = 0.44.

Nous constatons que S,,, > S,,,. Nous pouvons donc affirmer que le parametre
de controle 1115, a plus d'influence sur la stabilisation de la poutre par rapport au

parametre yi;.

Conclusion : Finalement, retenons que les simulations numériques présentées dans
ce chapitre valident bien la méthode numérique utilisée dans notre étude. En effet,
elles confirment les résultats établis, dans le cas continu, dans cette thése et dans
[28, 1]. De plus, ces simulations numériques illustrent I'influence des parametres

de controle sur le comportement dynamique asymptotique des systéemes étudiés.
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Chapitre 5
Conclusion générale et perspectives

Conclusion générale

Dans cette these, nous avons effectué une étude numériquement de deux systemes
modélisés par des équations de poutre d’Euler-Bernoulli. Le premier systeme, étu-
dié au chapitre 2, se constitue d’une poutre flexible d’Euler-Bernoulli a coefficients
constants a laquelle est associée un contrdle en force et en moment ponctuels pro-
portionnels respectivement a la vitesse et a la vitesse de rotation. Le deuxieme
systeme, étudié au chapitre 3, est constitué d’une poutre flexible d’Euler-Bernoulli
a coefficients variables controlée en force et en moment par une combinaison li-
néaire de la vitesse, de la vitesse de rotation et du terme de position (respective-
ment I'angle de rotation) dans le controle force (respectivement moment).

Notre objectif principal a été de développer une méthode numérique semi-discrete
qui conserve les résultats théoriques de stabilité et de dissipativité déja établis
pour ces problemes et aussi de les résoudre numériquement. Pour ce faire, nous
avons pour chaque probleme, montré I'existence et I'unicité d’une solution géné-
ralisée sous la forme d'un Cy-semi-groupe de contractions et établis des théoremes
d’existence, d'unicité et de régularité forte de la solution faible. Nous avons étudié
numeériquement ces deux problemes et prouvé que I'utilisation de la méthode des

éléments finis avec les fonctions polynomiales cubiques d’Hermite permet I’élabo-
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ration d’'un schéma numérique stable et convergent qui conserve les propriétés de
ces problémes, obtenues dans le cas continu. Aussi, les simulations numériques
effectuées au chapitre 4 nous ont permis de vérifier la dissipativité de I'énergie
et ordre de convergence, établis aux chapitre 2 et 3 pour chaque probleme. De
plus, nous avons montré que les parametres de contrble ont une grande influence
sur la dissipativité de I'énergie et sur le comportement dynamique asymptotique
de ces systemes. En effet, a travers les représentations graphiques de I'énergie, de
la solution et des oscillations a 'extrémité libre de chacune de ces poutres, nous
avons constaté que l'attribution de certaines valeurs aux différents parametres de
contrOle, fait décroitre plus rapidement la courbe de I’énergie, annule tres rapi-
dement les vibrations de l'extrémité de la poutre, et ainsi stabilise plus vite les

systemes étudiés.

Perspectives

A la suite de ce travail, de nombreuses perspectives de recherches sont envisa-
geables. Entre autres, nous avons l'utilisation de la méthode numérique dévelop-
pée dans cette theése et d’autres méthodes connues pour étudier des systemes mo-
délisés par des équations de poutre d’Euler-Bernoulli avec un controle dynamique
non linéaire a la frontiere et/ou un amortisseur visqueux. Aussi, il serait inté-
ressant d’effectuer une analyse de la stabilité et une étude numérique pour les
systemes dynamiques modélisés par les équations de poutres de Timoshenko avec
un controdle linéaire a la frontiere. En effet, ce modele prend en compte la défor-
mation de cisaillement et les effets de flexion en rotation, ce qui le rend approprié

pour décrire le comportement de poutres épaisses.
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Annexe A

Considérons les lemmes suivants qui seront utiles pour la suite.

Lemme A.1. Soit lopérateur B, : D(B,) C L*(0,1) — L*(0, 1) de domaine

D(By) = {f € H}(0,1) : foe(1) = foae(1) = 0} (A.1)

tel que
Yu € D(B()), Bou = Ugpgzr- (A2)
L'opérateur B, est maximal, monotone, autoadjoint et a résolvante compacte.

Démonstration.
—Monotonie de B,.

Vo € D(Bp),ona:

<BOS07 <P>L2(0,1) = <90mm, 90>L2(0,1)

1
<BUQ07SO>L2(O,1) = / Prozr X gOdl’
0

Apres deux intégrations par parties et en tenant compte du fait que ¢,.(1) =

Spmm(l) = 9027(0) = 80(0) = 0, ona:

<BO<P7 90>L2(o,1) = ||80mz\|%2(o,1)

(Bow, @) 12001y = 0.
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B, est donc monotone.
—Montrons que B, est maximal.

Soit g € L*(0, 1), montrons qu'il existe f € D(By) tel que (I + By)f = g.

I+ Bo)f=9=

En multipliant la premiere égalité par ¢ € H?(0,1) et en intégrant deux fois par

parties sur (0, 1), on obtient

/01 f(@)p(z)dr + /01 Jrz(2)0ue(x)dx = /Olg(x)go(:c)d:c. (A.3)

Posons

alf, ) = / J(@)p(x)dz + / fro(@)pma(@)dz et Lig) = / g(2)pla)da

La forme bilinéaire a(.,.) est continue et coercive sur H7(0,1) et la forme linéaire
L(.) est continue sur H7(0, 1). Par conséquent, d’apres le théoreme de Lax-Milgram,
il existe une unique f € H?(0,1) solution de (A.3).

En prenant ¢ € C5°(0, 1), pour tout f € H}(0,1),ona:
f+ fewae = gp-psur (0,1).
Prenons en particulier ¢ € H 12((), 1). En considérant (A.3), on a

feae(1)902(1) = feea(1)(1) = 0.

 étant arbitraire on déduit que
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Ceci entraine f € D(B,) donc By est donc maximal
—Montrons que B, est autoadjoint.

Vo, € D(By),ona:

Puaae(T)(x)dr

1

Pz (Z‘)Mm (x)dx

(Bo% %D)L?(o,l) =

S— —

De méme,

1
<¢a B0§0>L2(0,1) = /0 ¢zz$$<$>@($)d$
1

_ /0 () ()

D’ot, (v, Bow)r2(0,1) = (Bow, V) 12(0,1) donc By est autoadjoint.

—Montrons que By est a résolvante compacte.

L’injection ¢ : H*(0,1) — L?*(0,1) étant compacte, il en est de méme pour i :
D(By) — L*(0,1). Et comme (I — By)~' : L?(0,1) — D(By) est bornée, donc elle

est compacte. 0

Lemme A.2. Soit l'opérateur Ay : D(Ay) C H — H de domaine
D(Ao) = {(f,9)" € H'(0,1) N H(0,1) x H(0,1) : for(1) = frra(1) =0}

tel que

V(f,9)" € D(Ap), Ag / = I : (A.4)

g _fa:xx;t
L'opérateur Ag a les propriétés suivantes :
i) La résolvante de A, est compacte.

i) Ay est générateur d’un groupe d’isométrie e sur H.
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iii) Ay est antiadjoint.

Démonstration.

—Montrons que A, est a résolvante compacte.

L'injection 7 : H*(0,1) x H*(0,1) — H?*(0,1) x L*(0,1) étant compacte, il en est de
méme pour i : D(Ay) — H. De plus (I — Ag)~' : H — D(A) est bornée donc elle
est compacte.

—Montrons que A, est générateur d’'un groupe d’isométrie e“o sur H.

Pour tout ¢ et 1) éléments de D(Ag) avec ¢ = (uq,v1)", ¥ = (ug,v2) ", on a

(Ao, ) = (Ao(ur, v1), (ug, va2))n

=«m—mmmwwwm{:A—wmmmm+éwmmmwm

Apres deux intégrations par parties, on obtient

<m¢wﬂzl<mpm@m—wﬂwwmwx

de la méme maniére, on a

_<¢7 AO¢>H < Uy, Ul) (U27 (u2>x:m:x)>7-t

1
/ Uz xac;rxvldx_/ (UQ)xx(ul)IIdZE
0 0
1
0

Par conséquent,

Aussi, pour tout ¢ = (u,v)" € D(4),

<A0S07 S0>’H = 0.
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Ay est donc dissipatif.
—Montrons que A, est maximal.
Soit (g1,92)" € H, prouvons qu’il existe un (f, fo)" € D(A) tel que

(I —A))(f1,f2)" =(91,92)".On a

(f)zzze + f2 = go
fi—fe=a

(1= A0)(fi. f2)" = (91.92)" & § £2(0) = (f2)o(0) = 0
(F)ax(1) = (f1)an(1) = 0
Lr=h—-an

\

Cela revient a chercher f; dans D(B,) tel que (I + By)f1 = g1 + g2 or B, est maxi-
mal. Ce qui entraine que A, est maximal.

Donc A, est m-dissipatif. Il est générateur infinitésimal d’'un Cj-semi-groupe de
contraction sur 4. Aussi, de la relation (A.5), nous déduisons que A, est antiad-
joint . Il en résulte que A, est générateur d'un semi-groupe d’isométrie sur H (

Selon le Théoreme 1.15 du chapitre 1). O
Soit maintenant le résultat suivant utilisé pour justifier le Théoreme 2.3.

Proposition A.1. Soit S = {w € H : %(w) = 0} avec L la fonctionnelle de Lyapu-

nov définie par (2.25). Le plus grand sous-ensemble invariant M de S est réduit a
{0}
Démonstration. La preuve suivante est une adaptation de la méthode décrite dans

[11] p. 13-20 et [21] p. 41-45.

Pour tout @ = (§(.,t),7(.,t)) € M,ona:

%(@) =0 —a[f(D)] = BH(1)].




Ce qui implique que j vérifie le systeme suivant :

Uit(2,8) + Ypaaa(z,8) =0, O0<z<1,t>0 (A.6)

7(0,t) = §.(0,t) =0, t>0 (A.7)

Jee(1,1) = Joue(1,8) =0, >0 (A.8)

Gi(1) = (1) =0, £>0 (A.9)

9(x,0) = go(x), Gu(z,0) =0p(x), O0<z<1 (A.10)

Afin de démontrer que 'unique solution du systeme (A.6)-(A.10) est la solution

nulle, nous introduisons sur L?(0, 1) 'opérateur B, de domaine D(B,) défini par :
D(By) = {f € H/(0,1) : foa(1) = fawa(1) = 0} . (A11)

D(By) est dense dans L?(0,1) et on a
Vu € D(By), Botu = Uzgps- (A.12)

L’opérateur B, est maximal, monotone, auto-adjoint et a résolvante compacte (
voir Lemme A.1 ).
Il existe donc (¢, it,) une suite de fonctions-valeurs propres de B, telles que :

0<p <po <o S piyy < g1 <o

Pn € D<BU>
(A.13)

Cnzzar = HnPn

1

Pour des raisons de simplification, on va considérer ||¢,||7. 01 =3

D’apres la Proposition 3.5 de [11] p. 18 et p. 21, pour toutn > 1,ona:
i) La valeurs propre ., est simple.

ii) La fonction propre de ¢, est telle que ¢, (1) # 0 et @,.(1) # 0.
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Considérons maintenant 'opérateur A, de domaine
D(A) = {(f.g)" € H*0,1) N HZ(0,1) x H7(0,1) : fuu(1) = fruu(1) =0}
D(A) est dense dans H et on a

V(f,9)" € D(Ay), Ay / = g . (A.14)

g - fxxmr

L’'opérateur A, est antiadjoint, a résolvante compacte, et générateur d'un groupe
d’isométrie et sur H ( voir Lemme A.2 ).

Le spectre de A, est donc discret et imaginaire pur et ses fonctions propres {1, },,.,,
forment une base de Riez de I'espace H. On montre de plus que cette base est
orthonormée.

En effet, le spectre de B, étant simple, il en est de méme pour celui de A,.

Ainsi, la famille {+/,,},., est orthogonale dans H.

En outre,

A€ a(Ag) =3 (f,9)" € D(Ao) : Ao(f,9)" = NS, 9)"

= g = A /
— fraaa g
(
g=Af

f(0) = f.(0) =0
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.

g=Af

=\ Bof = -Nf

= _)\i = Hn

= Ay, = :i:i\/un.

Soit v, 1a fonction propre de A, associée a \,, on a alors :

+en
w:tn = An
¥n
En considérant HSOnH%z(o = 1 et (A.13), on montre que |[¢),[|3, = 1. La famille

{n} ez, €st donc une base orthonormée de H.

On va maintenant utiliser le fait que 7,,(1,¢) = 0 pour montrer que w(t) = 0.
D’apres ce qui précede, tout élément wy, € D(Ap), s'écrit de maniére unique sous
la forme :

Wy = chwm co = 0.

nel

Ainsi,

avec c¢_,, = ¢, car w(t) est réelle.
Posons ¢,, = a,, + ib,, alors c_,, = a,, — ib,,.

Puisque,

e = (ay, oSty Ty — by SiNt\/Ji ) + i@y SNt/ Jiy + by COS /T ).
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Alors,

g(.,t) = QZ(bn costy/ll, + an sints/un)& (A.15)
n>0 \ Hn

Ui(.,t) = QZ(an CoS ty/fhn, — by SiNty\/iy,) 0. (A.16)
n>0

Les séries (A.15) et (A.16) convergent respectivement dans H. 12(0, 1) et L2(0,1).

Montrons a présent que (A.16) converge uniformément dans H?(0, 1).

Y
En effet, 1 = 4:(.,0) =2, anp, € HZ(0,1) car " e D(A).
h
D’autre part, ¢, étant orthogonale dans H7(0, 1) et puisque ||, [|5, = pinllnll3 = 54

alors,

Z a2 i, < 0.

n>1
Donc la série >° _ (an,cos/nt)p, converge uniformément dans H7(0,1) pour
tout ¢ > 0.

Aussi, on a

Z b2 fi < 00.

n>1

En effet, puisque
Wy € D(Ag) = o € D(By) = Boijo € L*(0,1).

On obtient que

Z(Boﬂo, Pn) 20,1y < OO

n>0

Comme B, est autoadjoint et Byy,, = 1,©,, ON peut écrire :

<Boﬂ07 90n>L2(0,1) = @07 BOSDn)LQ(o,l) = Mn<170790n>L2(0,1)~
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De plus,

_ bn
(Jos Pn)r2(01) = Z .

n>0

B

Alors,

<B()y0> Spn L2(0 1) Z bn“n < Q.

n>0

Donc 2}, _,(aycos \/fint — by sin \/i,t)p, convergente uniformément en ¢ dans

H?(0,1). Par continuité de la trace y — y,(1) dans H7?(0,1) on a :

U (1, ) = 2 Z(an COS /it — by SIN /L t) oz (1, 1)

n>0

Z/m 1 t ch t)\nsona:

neZ

Comme

lim (/finrs — Vi) =

n—-+00

et d’apres les inégalités d’Ingham, on a :

T
[ iz Y legn . ve =0
0

nez

Or
ytx(l t)=0, Vt>0.
Alors,
Z|Cn90mf(1)|2 = 0.
neZ
Et comme

Onz(1) #£0, Vn € Z.
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On a donc

c, =0, Vn € Z.

Ce qui entraine que

W(t) =0, Vt>0.

Finalement, on obtient que M = {0} .
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Annexe B

Nous présentons a présent l'article publié dans un journal spécialisé.
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ABSTRACT. We consider the Euler-Bernoulli beam equation with variable coef-
ficients p(x)wy(z,t) + (EI(z)wg(2,t)),, = 0 in the domain (0,1) clamped at
one end and controlled at the other end, in force and in moment, as well as
its corresponding Cauchy problem %y(t) = Ay(t); y(0) = yo in the appropri-
ate state space. For this boundary value problem, we establish existence and
uniqueness results adapting the standard strategy presented in [7,9]. Indeed,
using its weak formulation, we adapt the techniques of Faedo-Galerkin raised
in [7,9] to show the existence and uniqueness of weak solution for the case
of the linear boundary conditions. Finally, we develop a stable and convergent
numerical method by the finite element method. This method is validated by
numerical simulations.

1. INTRODUCTION

In this paper, we establish existence and uniqueness theorems and develop a
numerical method for an Euler-Bernoulli beam with variable coefficients. This
beam is clamped at one end and controlled at the other end, in force and in
moment by a linear combination of the velocity, velocity of rotation and the
position term (respectively the angle of rotation) in the control of force (respec-
tively moment). The vibrating beam system can be described as follows:
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Key words and phrases. beam equation, stability, existence and uniqueness, higher regularity,

Galerkin method, finite element method.
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(1.1) p(z)wy(x,t) + (Bl (x)wey(2,t)),, =0, 0<z<1,t>0
(1.2) w(0,1) = w,(0,£) =0, t>0

(1.3) —EI(Dwe,(1,t) = (2upiwy + piowyy + aw,) (1,t), ¢t >0

(1.4)  (EI()wsa), (1,1) = (p21wy + 2po0we + fw) (1,1), >0

(1.5) w(z,0) = wo(x), w(z,0) =vo(z), 0<ax<1

where w(z,t) is the transversal deviation at position = and time ¢. We suppose
that « > 0, 8 > 0 and p;; > 0, 1 <14, j <2 are constants such that

(1.6) piz >0 and  pioper > (pa1 + H22)2-

In the system (1.1)—(1.5), we assume that the length of the beam is equal unity.
Also, the function p(x) is the mass density of the beam and the function F(z)
is its flexural rigidity of the beam satisfying the following conditions:

(p(x), EI(z)) € [C*(0,1)]*,with p(z) >0, EI(z) >0,

for all x € (0,1).

This system has been studied by My Driss Aouragh and Naji Yebari [1] where
it is shown that a set of generalized eigenfunctions of problem (1.1)-(1.4) forms
a Riesz basis for the appropriate Hilbert space and that the spectrum-determined
growth condition holds. In addition, to study numerically the spectrum of sys-
tem, they used the finite difference scheme with the QZ method [8,12].

A study of existence and uniqueness of weak solution was made by Bomisso
et al [5] who analyzed a flexible Euler-Bernoulli beam with a force control in
rotation and velocity rotation (a study with constant coefficients). The same
study of this type was made for an Euler-Bernoulli beam with tip body and
passivity-based boundary control (a study with variable coefficients) by Miletic
et al [11]. Their studies were based on the Faedo-Galerkin’s method and the
work of Lions et al in [9]. We adapt the same procedure to study the existence
and uniqueness of the problem (1.1) under the conditions (1.2)-(1.4). The
main difficulty lies in the appearance of the time terms which appear in the
definition of the weak solution of boundary value problem. The presence of this
time terms can, greatly, complicate the application of standard techniques stated
in [7,9]. We overcome this difficulty by adapting these standard techniques. In
addition, we develop a numerical method which preserves unconditionally the
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results obtained in the continuous case. We derive an error estimate for a semi-
discrete approximation and establish convergence.

The paper consists of five sections. In section 2, after proving that the problem
is well posed in the sense Cy-semigroup of contractions, we show that this sys-
tem is Lyapunov stable. In section 3, from the weak formulation, we show the
existence, uniqueness and higher regularity of the weak solution. In section 4, a
semi-discrete numerical method is constructed using the finite element method
and in section 5, the numerical simulations are presented in order to illustrate
the results obtained.

2. PRELIMINARIES

2.1. Semigroup formulation. Let us introduce the following spaces:
Hi(0,1) = {w € H*(0,1) : w(0) = w,(0) = 0} .
The Hilbert space is defined by:
H = HZ(0,1) x L*(0,1)

with the inner product

(w, v) = / pg:Tadz + / BI(f)oalfa)pd + alf)e()Ta), (1) + B (U Fa(1)

where w = (f1,01)7 € H, v = w; = (f2,92)7 € H and we denote by ||.||% the
corresponding norm. The superscript T stands for the transpose.

Let H = (H%(0,1) N H*(0,1)) x H%(0,1) and we consider A : D(A) C H — H
an linear operator with the domain

D(A) = {<f7 g) S H : _EI<1)fx:Jc(1> = 2:“/119(1) + ,u12g:]c(1> + O‘fﬂc(1>7
2.1) (EI(.) faa(.)), (1) = p219(1) + 21229.(1) + 5f(1)}

defined by

AN g9(.)
(2.2) A (g> - (_ﬁ (EI(.)fm(.))m> '
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Now (1.1)-(1.5) can be written as a following Cauchy problem:

03 Ly(t) = Ay()
y(0)=w eH

where y(t) = (w(., ), w(., 1)), y(0) = (wy, vo)” for all ¢ > 0.
We give the proof on the well-posedness result of the system (1.1)-(1.5):

Theorem 2.1. The operator A defined by (2.1)-(2.2) is closed, densely defined and
dissipative. Furthermore, A is invertible with A~! being compact and A generates
a Cy-semigroup of contractions on H denoted by {S(t)},5-

Proof. We start by showing that A is the dissipative operator.
For allw = (f,g)T € D(A),

i = { (o)~ BI@@),,) 007,

- / (EI@)fr),, §o)de + / EI(2)gua () o (1) d

+ag.(1)f,(1) + Bg(1) f(1).

Integrating twice by parts, using (1.2)—(1.4) and taking real part, we obtain:

Re(Aw,wyyy = = (j121]g(1) + ol ge (1) + 2112219, (D9 (V)| + 241 lg(D)gz (D] ) < 0.

Thus, A is a dissipative operator. Now let us show that the operator A is max-
imal i.e. prove that for all (f,¢)” € H, we can find (w,v)" € D(A) such that
(I — A) (w,v) = (f,g). This leads us in an equivalent way to seek (w, v) solution
of the following system:

v = w—f
(2.4) p(@)w + (Bl(@2)wae(2,1),, = pl)(g+f)
(25) —EI(l)wm(l, t) = (2#11@ + H12Ug + Oéwz) (1, t)
(2.6) (BI(O)wse), (L) = (210 + 2uz0vs + fu) (1, 1)

with w € H*(0,1) N H%(0,1) , v € H%(0,1) and g € L?*(0,1).
Now, multiply (2.4) by ¢ € H%(0,1) and after integrating twice by parts and
using the conditions (2.5)-(2.6), we obtain:

(2.7) a(w,¢) = L(p)
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where
CL(wa 90) = /0 p(x)wcpdx + /0 (Ej<x>wzx) Peedr + awm(”@x(l) + Bw(1)¢(1>

L(p) = /0 p(x)(g + fedr + 2p11v(1)p(1) + pave (1) (1) + p2rv(1)p(1)
+ 24900, (1)p(1).

We easily show that, for all ¢ € H%(0, 1), the bilinear form af(.,.) is continuous,
coercive and the linear form L(.) is continuous on H%(0,1).

Thus, according to the Lax-Milgram theorem, there exists a unique solution
w € HY0,1) N HZ(0,1) for (2.7). Then the operator A is maximal.
Next, the domain D(A) is clearly dense in # and the operator is closed.

Finally, we prove that A~! exists. For any ¥ = (g1, ¢,)7, we need to find a
unique ® = (f1, f2)" € D(A) such that A® = ¥ which yields

() = q(x), o €Hg(0,1)
(EL()(f1)en)ee = —p()g2(2), g2 € L*(0,1)
1(0) = (f1):(0)=0
—EI(1)(f1)e(1) = 2p1101(1) + pa2(91)2(1) + a(f1)2(1)
(BI()(f)ee(1), (1) = pangi(1) 4 2p02(91)2 (1) + B(f1)(1).

A direct computation shows that the above solution is given by:

(fo(2) = (o),
filz) = fo fo - Bl - 04(f1)x(1)ﬁ(5) 5) fg f p(x x)drdn

—(M2191(1)+2M11(91)z(1))E1() (2M1191(1)+/~012(91)x(1))%@ déds.

P

S~

\

Thus, A~! exists and is bounded on #H. Furthermore, the Sobolev embedding
theorem implies that A~! is compact on . O

Now according to Lumer-Phillips theorem (see [13]), the statement of the
theorem follows.

Theorem 2.2. (2.3) has a unique mild solution y(t) = S(t)y, € C([0;00); H) for
all Yo € H.
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2.2. Stability in the sense of Lyapunov of (2.3). The idea of this part is that
if there exists a functional ¥V > 0 on Hilbert space H such that %V < 0 (the
generalized time derivative of V) and the set {z : V(z) = 0} does not contain
any complete negative orbit except the trivial one x = 0 then the system is
Lyapunov stable.

Notice that the total mechanical energy of the system (1.1)-(1.5) is given by :

(2.8) E(t,w)= % </o p(x)w?dr +/0 EI(x)w?,dr + aw?(1) + ,6w2(1)) .

The time derivative of the energy function E(¢) along the classical solutions of
(1.1)-(1.5) is

(2.9)

d
G B w) = =2 (ko2 + pn1) wea (1, )wie(1,2) — pnwi (1, 1) — mawy,(1,1) <0,

The property of semigroup contractions in Theorem 2.1 implies that ||.||y is a
good candidate for the Lyapunov functional for (2.3).
Let the functional V : ‘H — R defined as follows

(2.10)

1 [t 1 [t 1 1
V() =yl = ; / Bl(w)wl,de + 5 / playwide + Sow(1,6) + S fw’(1,1).
0 0

Analogously as in (2.9), for all classical solutions y it follows that:
(2.11)

d d
SV(y) = Sl = =2 (22 + pn) w1, (1, 0)— (1, )=z, (1,) <0,

So, the time evolution of the Lyapunov functional along the classical solutions is
non-increasing. Furthermore, from Theorem 2.1, the decay of energy along the
classical solutions can be extended to mild solutions. Hence, V is the Lyapunov
functional for (2.3). The system (2.3) is stable in the sense of Lyapunov. Now,
applying LaSalle’s invariance principle [10], the stability result is enunciated as
follows:

Theorem 2.3. Assume that y(t) is the mild solution of (2.3) for all yo € H. Then
y(t) = 0 € H when t — oo.
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3. EXISTENCE, UNIQUENESS AND HIGHER REGULARITY OF THE WEAK SOLUTION

Before defining the weak solution of the boundary problem, let’s define what
is called "intermediate spaces" (see [9]), which spaces will be useful in the fol-
lowing.

Let X and Y two hilbert spaces. Let <, >y and <, >y be the inner products
in X and Y respectively. X is densely embedded in Y and suppose that the
canonical injection of X into Y is continuous. The space X may be defined as
the domain of an operator A which is self-adjoint, positive and unbounded in Y.
The norm in X being equivalent to the norm of the graph

(lell? + 1Aul})®, we D(A) = X,
We denote by D(S) the set of elements u such that the antilinear form
ve<u,v >y, veEX
is continuous in the induced topology by Y. Then
(3.1) <u,v >x=< Su,v >y,

which defines S as an unbounded operator in Y, with domain D(S), dense in Y.
S is a self-adjoint and strictly positive operator. Indeed, there exists a constant
M such that

< Sv,v >y=|lvllk > Mljvly.
Using the spectral decomposition of self-adjoint operators, for ¢ real or complex,
the powers S? of S, may be defined. In particular, we take § = 1 and we shall
use the fractional space

(3.2) A=S3.

The operator A is self-adjoint and positive in Y, with domain X. From (3.1)-
(3.2), we deduce

<u,v >x=< Au,Av >y, VYu,ve X.

We give the following definition of the intermediate spaces [X,Y], :

Definition 3.1. Let X and Y be two Hilbert spaces that we assume to be separable
with X C Y, X being dense in Y with continuous injection and A defined by (3.2).
The intermediate space [X,Y], is defined by

[X,Y],=D(A"), 0<0<1
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with D(A'~?) the domain of A'~Y and the norm of [X, Y], equal norm of the graph
1

of A% e ([lull} + A" ull})> .

From the properties of the spectral decomposition, we immediately have that
X is dense in [X, Y],. Furthermore, according to the duality theorem, we have
for all § € 0,1, [X,Y], = [Y',X],_p. In the next paragraph, we arbitrarily
choose § = 1.

3.1. Definition of weak solution. Let ¢ € H%(0,1). Multiplying (1.1) by ¢, in-
tegrating twice by parts over (0, 1) and using (1.2)-(1.4), we have the following
identity:
1 1
3.3) /0 p(2)wndd + /0 EI(2)wasbuads + atw,(1)6a(1) + Bu(1)é(1)
+ 211w (1) 92 (1) + prrawet (1) @2 (1) + prarw (1) (1) + 2p9wa: (1) (1) = 0.

In order to give the definition of the weak solution, we will adapt the ideas of
the authors H.T. Banks et al [2] and Evans [7] to the problem (1.1)—(1.5).
We build the following functional spaces:

X =B x H3(0.1) = {6 = (6(1). 0:(1).0) .0 € HE(0.1)}
and
Y =R*x L*(0,1) = {Z = (2(1),2,(1),2) , 2 € L*(0, 1) }
with the following respect inner product
<$17$2>X = ((¢1) e ((/52)m>L2(0,1) and (21, %)y = <021722>L2(0,1)~

We notice that X is densely embedded in Y and suppose that the canonical
injection of X into Y is continuous. Therefore, we obtain a Gelfand triple :
X CY =Y’ C X’ where X' is the dual of X and Y’ the dual of Y. Consider the
bilinear forms ™" : X x X — Rand a®® : Y x Y — R defined as follows:

0 (31,62) = (EId1, da)x + a01)2(1)(62)a(1) + Bon(1)a(1)

a® (21, %) = 2p1121 (1) (22)2(1) + p12(21)2 (1) (22)2 (1) + pr2121(1)22(1) + 2p22(21) (1) 22(1).

We can now define the weak solution. In it, note that (.,.)x y’ represents the
duality pairing between X and X'.
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Definition 3.2. Let T" > 0 be fixed. We say that v = (w(1),w,(1),w) is a weak
solution of problem (1.1) — (1.5) on (0, 1) if

we L2(0,T;X) with @, € L*(0,T;Y), € L*(0,T;X")
and satisfies
(3~4) <wtt7 ¢2>X,X’ + a(l) (UA)7 &) + G(Q) (wta Qg) =0

almost everywhere on t € (0,T) and for all ¢ € H%(0, 1), with the following initial
conditions

(3.5) @(0) = 1o = (wo(1), (wo)e(1), wo) € X,

(36) wt(o) = ’[)O = (Uﬂ(l)a (UO)I(1>7UO) ey

Remark 3.1. In the Definition 3.2, notice that the assumptions w € L*(0,T; X)
and w, € L*(0,T;Y) implies that w € C ([O,T] X Y]%
ification on a set of measure zero (see [9]). This gives meaning to the initial
conditions (3.5)-(3.6).

) after; possibly, a mod-

For the proof of the existence of the weak solution, we will need the following
lemma whose proof appears in [5,11]:

Lemma 3.1. Let H%(0,1) be a subspace of H*(0,1). Then there exists a infinite
sequence of functions {¢;}.-, such that {¢;};°, is an orthogonal basis of H3,(0,1)
and {¢;};°, is an orthonormal basis of L*(0,1).

3.2. Existence of the weak solution.

Theorem 3.1. There exists a weak solution w of weak formulation (3.4)-(3.6)
such that

(3.7) W e L*(0,T; X)
(3.8) @ € L= (0,T;Y)

(3.9) weC <[O,T] X, Y]%>
(3.10) e, ([O,T] X, Y]'%) |

Proof. This proof is based on the Faedo-Galerkin’s method. According to Lemma
3.1, there exists by extension an infinite sequence of functions {¢;};, that is
an orthogonal basis for X and an orthonormal basis for Y. Consider such a
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sequence. Introduce the following finite dimensional spaces spanned by {¢;};",
defined as

VmeN, V,:= span{dgl,...,ém} = {i&jd;j’ with «; € ]R}.
j=1

Step 1 : Construction of approximate solutions
We seek @ = 1, (t) € V,, the approximate solution of the problem in the form:

i=1

where g;,(t) € R (0 < ¢t < T, i = 1,...,m) are the solutions of the weak
formulation (3.3) on V,,. So for a fixed integer m, we have:

(3.11) ()it @)y + aD (W, @) + a® (W), ) =0, Vo € Vi,

with the initial conditions:

(312) wm(O) = wmg, wmo = Z Oéimggi — ’(Z)O in X when m — o0,
=1

(3.13)

(n)e(0) = 0 (0), Dm(0) = Byno, o = D _ Bimi — Do in'Y when m — oo
i=1

with @, = g (0) and By, = (gim )¢ (0).
Thus, according to the general results on the systems of the second order differ-
ential equations , one is assured of the existence of a solution w,, € C? ([0;T], X)
of (3.11) - (3.13), for0 <t < T.
Step 2 : A-priori estimates on approximate solutions
Let £ : R x X — R the energy functional for the trajectory % analogous to that
defined by the expression of the Lyapunov functional (2.10).

. 1t 1 [t 1 1
E(t,w) = 5/ EI(z)w?, dx + 5/ p(x)?ds + 5@1@3(1, t) + 5512;2(1,75)
0 0

A

Bt ) = || (@, v)[|
Assuming that there exists a solution w,, € C? ([0; 7], f/m> to (3.11) on some

interval [0; 7]. Let’s take (i, ); = ¢ in (3.11), we obtain

~

((W)et, (W)e)y + @D (W, (W )e) + @ (W )¢, ()e) = 0
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and
d - .
%E (ta wm) <0

for all t € [0, 7]. So we have uniform boundedness of the solution on [0, 7] :

A

E(t, ) < E(0, W), t>0

which implies that :

(3.14) {tm},eny isboundedin C'([0,7];X)
(3.15) {(Wp)i},eny isboundedin C([0,T];Y).

We further to show that {(wy, ) },,cy is bounded.
Let m be fixed. We Consider ¢ € X and ¢ = @1 + (5 such that ¢; € V,, and $,
orthogonal to V,, in Y. Hence {(Wm)e, $1)y = 0. From (3.11), we have:

()it )y = =l (o, &) = a® (s, ) < M|l x < M@l
where M is a positive constant which does not depend on m. This implies that
{(thm)s}, ey is bounded in C ([0, T] ;X’) .

Step 3 : Passage to the limit

According to the Eberlein-Smulian Theorem [6], we can extract weakly conver-
gent subsequences {wW, },cny {(Wim,)i} ey @0 { (Wi, )1}y @and W € L?(0,T; X),
Wy € L*(0,T;Y) , Wy € L? (0,T; X') such that:

(3.16) {y,} =@ in L*(0,T;X)
(3.17) {(’UA}ml)t} — 'UAJt in L2 (O, T‘7 Y)
(3.18) {(W)u} — 0y in L2 (o,T;X’) .

Let mq € N. For all functions ¢ € L? (0, T, Vmo) of the form

(3.19) Plx,t) =Y a;(t)¢;(x)
j=1
where «; € L? (0, T;R) and for all m; > my, the formulation (3.11) becomes:

T
(3.20) / ()t @)y + @ (o, @) + a® (0, )i, )] dt = 0.
0
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Therefore, passing on to the limit in (3.20) for m = m; when | — oo and using
the convergence results (3.16)—(3.18), one obtains:

T
(3.21) / (e, @) x xr + aD (b, @) + a'® (i, )] dt = 0.
0

Then {(10)y, ¢)+a (w0, $)+a® (iy, ¢) =0 a.eon [0,T] forall ¢ € L?(0,T; X).
The functions ¢ of the form (3.19) are dense in L*(0,7; X). So (3.21) is well
defined for all ¢ € L*(0,7;X). We thus obtain the expression of the weak

formulation almost everywhere on [0, 7). w is well the solution of (3.3).
Regarding additional regularities, we have that « follows the regularity (3.7)-
(3.8), by definition of weak solution and the important results (3.14)—(3.15).
U

In addition, note that (3.9) follows directly from Remark 3.1 after possible
modification on a set of measures zero and the regularity of (3.10) is deduced
from Remark 3.1 and from the previous duality theorem.

3.3. Uniqueness of the Weak Solution. Let us state the following theorem on
the uniqueness of the solution for the weak formulation.

Theorem 3.2. The weak formulation (3.4) with the conditions (3.5) — (3.6) has
a unique solution w.

Proof. This proof is an adaptation of proof of Theorem 8.1 pp. 290 — 291 in [9].
First let us show that the solution w satisfies the conditions (3.5)-(3.6). Let
¢ € C2([0,T],X) such that $(T) = 0 and ¢,(T) = 0. Integrating the identity
(3.4) over [0, 7], we get:

~

T
/ [wjtt, O)x.xr + aV (i, @) + a® (i, ¢) | dr = 0.
0

By integrating by parts over [0, 7] under the duality pairing, we have:
(3.22)

~ ~

| [0y +a,)+ i )] dr = (0(0), (0} x50 = (60}, 0Dy

Similarly, for a fixed m, it follows by integrating twice by parts (3.11):
(3.23)

[ [t + 0, 6) + (i1, )] 7 = (0 G0Ny = G, Oy
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Using (3.12)-(3.13) with (3.16)-(3.18), and passing to the limit in (3.23) along
the convergent subsequence {w,,, }, this gives:

(3.24)
T
/ ({0 by +a®(w, ) +a® (@), 6)] dr = (5, $(0))y — (b0, di(0))y-
0

Comparing (3.24) with (3.22), we have w(0) = w, and 9y = w;(0). Thus the
initial conditions are satisfied.

Let us now show the uniqueness of the weak solution of (3.4).

Let 0 < s < T be fixed and introduce an auxiliary function:

~

$:10, T[> R

R o(r)ydr, 0<t<
L d() = ftw(T)T 5
0, t>s.

By replacing ¢ by ¢ in (3.4) and by integrating by parts on |0, 7'[, we obtain

/05 [(wt(T)a (7)y — a(l)(ﬁt(T), A(q-)) + a(2)(w(7.)’w(7_))] dr =0

S

/os% BWT)’MT»Y - %a‘”@(m é(f))] dr = — /0 a® (@ (), d(r))dr.

This is equivalent to

1,. R 1 “ ~ s A A
Sy - 3] = - [, om)ar
0
Therefore,
1. . 1 - ~
i)l + 20 ((0).5(0)) < 0.
The bilinear form a®(.,.) is coercive. Hence w@(s) = 0 et ¢)(0) = 0. Since
s € 10, T[ was arbitrary then @ = 0. O

3.4. Higher regularity results. Before showing the theorem of higher regu-
larity (Theorem 3.3) of the weak solution w solving (3.4)-(3.6), let’s state a
following lemma which is proved in [9].

Lemma 3.2. Let X and Y two Banach spaces, X C Y with continuous injection,
the space X being reflexive. We set:

Cyw ([0, T];Y) = {w € L>(0,T;Y) : t — (f,w(t)) is continuous on [0,T],Vf € Y’}
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which denotes the space of weakly continuous functions with values in Y. Thus we
get
L*(0,T;X)NCy ([0,T]:Y) = Cy ([0,T]; X).

Theorem 3.3. After; possibly, a modification on a set of measure zero, the weak
solution w of (3.4)-(3.6) satisfies

w e C([0,7];X)
@, € C([0,T];Y).

Proof. This proof is an adaption of standard strategies in section 8.4 of [9] pp.
297 — 301 and in section 2.4 of [14].

Considering Lemma 3.2, it follows from (3.7) and (3.9) thatw € C,, ([0, 7] ; X).
Similarly (3.8) and (3.10) imply w; € C,, ([0,7];Y).

Let £ € C*(R) a scalar cutoff function such that {(z) = 1if x € J CC [0,T]
and {(z) = 0 else. Then the function £w is then compactly supported. Let n° be
a standard mollifier in time. Using convolutional regulation of distributions, we
define

w® =n"*x&w € CFP(R, X).
w® converges to w in X and w; converges to «, in X almost everywhere on
J. Hence, E(t,1°) converges to E(t,w) almost everywhere on J. Since «* is
smooth, we obtain by a straightforward calculation on J:

(3.25)
d d

n ~E d ~E ~E d ~E ’ d ~E ?
%E(t,w ) = =2 (p + p22) [wa(t)-aw (t)] — a2 {wa(t)} — p21 {Ew (t)} :

Passing to the limit in (3.25) as ¢ — 0, we obtain:

(3.26)
d

%E(t’ W) = —2 (g1 + o) {%wx(t).%u?(t)} — 2 [%ﬁ)x(t)] 2 — 21 {g@(t)} 2

in the sense of distributions on .J. (3.26) holds on all compact subintervals of
[0, 77, since J was arbitrary.

Let ¢ € [0, 00[ be fixed and (t,),,.y @ sequence such that lim,_,. ¢, = ¢. Let
(Vn)nen be defined by
(6%

5 o) — 1 () "+

1. . . 1, . .
v = St =t} (8~ I+
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Then

(3.27) vy = Bt @) + E(tn, @) — (,(t), @i(tn))y — (@(1), @(ta))x
— g (1) (tn) — B (t)w(ty)-

Since w, w; are weakly continuous and E is continuous in ¢, we have, passing to
the limit in (3.27):

lim v, = 0.
n—oo

Therefore, this implies that
lim ||y () — @(t,)||3 = 0 and li_>m |w(t) — w(t,)||5% = 0.
n—,oo n oo

Finally, w € C' ([0,7]; X) and w; € C ([0,7];Y). O

4., SEMI-DISCRETE SCHEME BY THE FINITE ELEMENT METHOD (FEM)

4.1. Piecewise Cubic Hermite Polynomials. In this subsection, we recall the
construction of these functions as for example in [5,15] and another references.

We construct an appropriate piecewise space of C'-functions on Q = [0, 1].
Let us start with the reference domain 0 = [0,1] where Q = (0,1). We first
introduce the local nodal basis functions on the reference domain (see Figure 1)
defined by

4.1 Ni(§) =287 =36 + 1, Ny(§) =& — 26" +¢,
(4.2) N3(€) = =267 +36%, Ny(§) =€~ ¢
We need to use the Hermite cubic nodal basis functions in an arbitrary interval
rather than the reference interval [0, 1]. This can be done by transforming our
formulas in (4.1)-(4.2) to an arbitrary interval, for example [z;; 2| with the func-
tion ¢ : [z, z,] — [0,1] as ((z) = ;=L This leads to functions ¢; : [x;, z,] = R,
i=1,2,3,4, defined as

Ui(z) = Ni(((2)),  va(z) = (2 — 1) (N2(C(2)))

Ps(x) = Ns(C(2)), () = (2 — 1) (Na(((2))) -

Notice that the nodal value of ¢;(x) is equal the nodal value of N;(z) for
i=1,2,3,4, and ¢;(x) preserves the properties of the Hermite cubic nodal basis
functions.
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Let n be a fixed integer and let us introduce a partition of 2 = [0, 1] defined
by Q, = U7, where Z,, = [2,,; 711 for m = 1,2,...,n — 1, is called an
element of this partition, and we assume that these elements are formed by
node points 0 = xr; < x5 < ... < x,_1 < x, = 1, with n — 1 being the number of
elements. Notice that, if the subdivision is uniform, let us denote the step length
by h = 1/n and Z,,, = [mh; (m + 1)h] = [Tm; Timt1)-

For each element of Z,,, we will use the notation ¢,,,; = [Ty} Tmi1] — R,
1 = 1,2,3,4, to denote the Hermite cubic local nodal basis functions defined
over this element. At each node z;, i = 1,2,...,n, we define two global nodal
basis functions as follows.

At 2, we define

o if x¢ [x; 2] o) 0 if x¢ [z;2
o) = YP11(2) if x € [ry; 2 #2(z) U 2(x) if x € [x;2.

At z,,, m=23,...,n — 1, we define

0 ifr ¢ [xm_1;Tmi1] 0 ifr ¢ [xm_1;Tmi]
Pom—1(7) = Umo13(z) 2 € [Xp_1; T , Gam(T) = Ymo14(z) 2 € [Tp_1; T
Um.1 () if © € [ i) Um.2() if x € [x; Tiaa] -

And at z,,, we define

0 IV o) = 0 ifx ¢ [x,_1;2,)

Yno1s(x)  ifx € [x,_1; 2, Yn_1a(z) iz € |r,_1;2,].

¢2n—1 (J]) =

Thus, the nodal value for ¢,,(z;) form =1,2,...,2nand j = 1,2, ...,n is given as
follows:
0 if x; %y 0 if x; #x;

! Pai(z;) = !

¢2i71<$j) =

for i = 1,2,...,n. Notice that the nodal values for ¢,,, m = 1,2,...,2n — 1,2n
are carried from the properties of the Hermite cubic local nodal basis functions
Ymi, @ = 1,2,3,4. Here, we plot the standard Hermite cubic global basis func-
tions with nodes z; = 0, 2 = 0.2 and x3 = 0.4 on the domain [0, 1] to give a
visualization of these global basis functions (see Figure 2).
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FIGURE 1. The standard FIGURE 2. First six of the
Hermite cubic local ba- Hermite cubic global basis
sis functions N;(§), ¢ = functions with six nodes
1,2,3,4. partition on [0, 1].

Finally, our Hermite cubic finite element space is defined as:

Sh = Span {(blu ¢27 ---7¢2n717¢2n} :

With the separation of variables, the approximate solution w, € S* which we
seek can be written as follows:

n

wh(z,1) = Z (Wi () i1 () + (w;)o () doi ()]

=1

for wy,(1,t) = w,_1(t) and (wp,).(1,t) = w,(t).

4.2. Space discretization. Let X" and S” be the respective finite dimension
subspaces of X and H%(0, 1) such that ¢;, j = 1,..., N (with N = 2n ) be fixed
basis for S". We obtain the following approximating problem :

Problem G": Find @, = (wp,(1), (wp).(1),ws) € C?([0; 00), X™*) or more simply
find the last component w;, € C?([0; 00), S*) such that for each ¢ € (0; c0)
(4.3) c((wn)u(t), ¢5) + a((wn)i(t), ¢5) + blwa(t), ¢;) = 0, ¢; € S"
with
wh(.,()) = wg € S" and (wh)t(.,()) = U}? S Sh,
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where the inner products ¢ and b are bilinear forms such as :

((wn)alt), ;) = / () (wn)udryd,

b(wn(t), ¢;) = /O E1(2)(wh)ez (@) zedr + a(wn)z(1)(d;).(1) + Blwn)(1)(¢;)(1)
and « is bilinear form such as :

a((wn)i(t), @5) = 2pa1 (wn)e(1)(05)2(1) + praz(wn)er (1) (¢5)2 (1)
+ pi21(w )e(1)(5) (1) + 2p22(wn )ar (1) (¢5) (1)-
By separation of variables, w;, can be written in the form: wy,(z,t) = ZZ]\L L Wi () pi(x)
with wy,(z,0) = SN, digi(x) and (wy)i(z,0) = SN, l;¢i(x) where W, d, | are
respectively, vector representation of the functions wy,, wy(x,0) and (wp):(x,0)
defined as follows:

W = [0, @ ... W, W Wo .. Wnal ,
d = [Jl JZ ce Cin Cilz Cz?x Jnx] ’ )
l = [Zl ZQ “e Zn le ng an]T .

Equation (4.3) is equivalent to the following equation:
4.4) MWy +CW,+ KW =0, with W(0)=d and W,(0)=1.

M is the mass matrix and K is the rigidity matrix. For all 7,5 = 1,..., N, the
corresponding matrices M, C' and K are given by:

My = c(005) = [ pla)oiosda,
Cij = a(di, ¢;) = 201110 (1) (#5) (1) + p12(di)(1)(05)2(1) + pa1 () (1)(¢;)(1)
+ 24192 (i) (1) (05) (1),
K;j = b(¢i, ¢5) = /0 EI(x)(¢i)2e(05)exdr + (i) 2(1)(05)2(1) + B(d:) (1) (¢5)(1).

Remark 4.1. The matrices M and K are symmetric, defined and positive therefore
M and K are invertible. It follows from the theory of linear differential equations
that (4.4) has a unique solution. This implies the existence and the uniqueness of
the solution of problem G".
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4.3. A-priori error estimates. In this subsection, the a-priori error estimates
for the semi-discrete solution approximation (4.3) are obtained. We will use a
method used in [3, 4] to obtain error estimates.

The projection of weak solution w to S" on H%(0,1) denoted by w, is such that:

b(w —w,,¢) =0 forall ¢ S"
Using the projection, we divide the error ey, (t) = w(t) — wy(t) such that e (t) =
e(t) + ey(t) with e(t) = wy(t) — wp(t) and e, (t) = w(t) — wy(t).
Let us state the following proposition [3] which will be useful in the rest of our
work.
Proposition 4.1. Let w € C?((0,T); H%(0,1)) and w, € C?((0,T), S") then
45 cl(en)u(t), 0) + a((en)u(t), d) + ble(t),¢) =0, forall o€ S"

We set H3(0,1) = {w € H*0,1) : w(0) = w,(0) = 0}. From Proposition 3.2.
of [4], we have the following estimations almost every in ¢, and where Cf; is a

constant:

(4.6) ”epHH%;(O,I) = |lw - prH%;(O,l) < CHhQHWHHéE(o,U
4.7) ||(ep)t||H?E(O,1) = [Jw; — (wp)tHH%E(o,n < CﬂhznthH‘}E(O,l)
(4.8) H(ep)ttHLz(m) = ||wy — (wp)ttHLQ(o,l) < CnthwttHH%E(m)-

The following lemma gives an estimate of the error e(t) = w,(t) — wy(?).
Lemma 4.1. Let w € C*([0,T); H%(0,1)) N C?((0,T) ; H%(0, 1)) then,
(4.9) lee(®)llz20) + @) 201y < 4VerAr
with
T T
Ar = / 1(ep)e ()l 20y + 3K tgg%”(ep)t(t)||11§(o,1) + 3K/ 1Cep)et ()l 01
0 ’ 0

I (0) 1220, + VI + Klle(0) | 20,1y + VE(€5):(0) | 20,1

where K is a constant.

Proof. It is easy to show that the error e checks the weak formulation (3.3) for
all ¢, € S" or (4.3). Using ¢, = ¢;,, we obtain the energy expression for e
analogously to (2.8):

(410) B(t,€) = gelenft),ee(t) + 3e(0) ) = lea®lo + IOl
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From (4.10), and since b and ¢ are inner products, we have

d
EE(t, e) = cleu(t), er(t)) + ble(t), e(t)).-

Taking ¢ = e; in (4.5) and considering the fact that a(e;(t), e;(t)) > 0, we obtain

%E(t, e) < —c((ep)u(t), e(t)) — al(ep)i(t), en(t))-

Thus for all ¢ € (0,7),

@i [ et < [ deua®) - [ aenat)
Since ¢, € C1([0,T): H(0, 1)) 1 C2((0, T); H(0, 1)), then for any ¢ € (0,T),
(4.12)

[ttt =), 0) = at(en0),0) ~ [ atlep)ute()

Using (4.11) and (4.12) we obtain
td
.1 —FE. <
(4.13) /0 CB(0) <

-/ c<<ep>tt<t),et<t>>(a<<ep>t<t>,e<t>> -~ allehl0).c0)) - | a((epnt(.),e(.))).

By integration and using Cauchy Schwarz’s inequality, Young’s inequality and
the fact that |a(w, ¢)| < Kl|wl|zz0.1) 19l 52 0,0) With K = k (t11 + pa2 + pa1 + p22),
(4.13) yields

E(t,e) < 3/tE(.,e) + Krp

with

T T

Ko = [ el +8K2 max ey + 85 | el
+ e (0)1Z20,1) + (1 + E)e(0) 52 0,0y + K N1 () (0) |72 0.1-

By applying the Gronwall inequality and using the fact that (a + b)? < 2a% + 207,

we get the result (4.9). O

Now, we give an important result for the convergence of the semi-discrete
scheme:
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Theorem 4.1. Let w the solution of (3.3) . Assume that w € C*([0,T); H(0,1))N
C*([0,T); H2(0,1)) , wy € L*([0,T]; H5(0,1)) and the expressions (4.6)-(4.9).
Then, for all t € (0,T)

[w(t) = wn ()]l 3, 0,0) + [lwe(t) = (w)e (D)l 22(0.1)

< Cul? (Jw(®) g0 + @) lmgion)

T
VeI [ () lmgion) + 3K max (0o
0 )

T
3K [ JuaOllngoon] + 4V [luf = w20
0

+V1+ Klwf — ngHg(o,l) + VE|lw; — w{)HH?E(O,l) :

Furthermore, if wl and w? are respectively Hermite interpolations of wy and of wy,
then :

Jw(t) — wa(t)l| a2 0,1y + l[we(t) — (wa)e()| 2(0,1)

< Cuk? (nw(t)n%w,l) ; ||wt<t>||H;(o,l))

+4ve? ((T +3KT) tgg§]||wtt(t)||ﬂg(o,1) + 3K tgg;(]”wt(t) 274 (0.1)

+(2+ ﬁ)”leHi‘E(OJ) +2vI1+ K’|wOHHJ45‘(O71))] '

Proof. We know that

lw(t) = wi ()]l 3, 0,0) + lwe(t) = (wa)e(B)l| z20.0) < () = (wp) D) m3.00)

(4.14) + [Jwe(t) — (wp)e ()| z2(0,1)
+ e a2 0,0) + llee)ll z20,1)-
Using Lemma 4.1, (4.14) and (4.6)-(4.8), we get the Theorem 4.1. O

5. NUMERICAL SIMULATIONS

In this section, we show through simulations, the efficiency of the numerical
method developed in the previous section.
In what follows, we will take : FI = p = 1.
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5.1. Order of convergence (0.0.c). In order to verify the order of convergence
proved in previous section, simulations are performed for different space dis-
cretization steps.

We take o« = § = 107" and p1y = 2, g2 = 3, pis1 = 5, p12 = 10 (according the
conditions (1.6)). In following tables, the /*>-error norms of ¢, are listed. The
o.0.c. results are given for fixed At = 1072 and varying space discretization step
h = 3% ,n=23,4,506,7, on the space interval [0, 1]. The order is calculated

on

using the following formula:
(0.0.c), =log[(en)i/(en)i-1] /log (hi/hi—1), i=1,...5.
For the initial conditions, we take two cases:
Case a) wy(r) = —0.62> +0.42°, vy =0 (table on the left)

1
Case b) wy(x) = 5932, vo =0 (table on the right).

At | h llen ]|z 0.0.C At | h llen]| 0.0.C
1072 & 13.398%107! | — 1072] ¢ |8314%107'| —
1072 ] & | 1.735%107 | 1.2 1072 & |2.078% 107" | 2.0002
1072 ] & | 5.28%107% | 1.71 1072 ] & | 5.19%107% | 2.0014
1072 ] 55 | 1.43%107% | 1.88 1072 ] 55 | 1.29% 1072 | 2.0042
1072 & | 3.7%107% | 1.95 1072 & | 3.2%107% |2.0112
1072 | 5 | 8.95%107* | 2.04 1072 | 435 | 7.61%107* | 2.0704

We thus notice that the choice of the initial conditions have an impact on the
speed of convergence.

5.2. Energy decay and representation of solution w(z,t) = (w(1,t), w,(1,t), w(zx,t)).
Now, we present the numerical simulation for the case a), the energy decay, tip
position w(1,t), tip angle w,(1,t) and deflection w(z, ) of the beam over time.

Then we discuss according to the values of the different variables, «, 3, 1;;.

5.2.1. Energy decay. As for the graphical representation of energy decay, we set
firstly « = 8 = 0 and pu1; = p9o = pg; = 0 and we vary o (see Figure 3).
Secondly, we set p12 = 1, p11 = pee = oy = 0 and we vary «, S (so that we
always have a = ) (see Figure 4). These two figures are as follows.
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05| ; : : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 06|

a=p=0.1
a=p=1

1,041
Byp=1

azp=5_| |

\ =5 | | 051

20 25 30 35 40 45 50 15 20 25 30 35 40 45

time t time t
FIGURE 3. Energy for dif- FIGURE 4. Energy for dif-
ferent values of ji15. ferent values of o and f.

We notice that the choice of these values has an influence on the rate of energy
decay.

5.2.2. Representation of each component of the solution w(x,t). Firstly, we will
represent the tip position and tip angle and then the deflection.

Graphical representation of tip position w(1,t) and tip angle w,(1,t).

e We set « = f =0 and 11 = o2 = o1 = 0. Then we vary pg».

0.2 0.3

X

w_(1,t)

0 5 10 15 2 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
time t time t

FIGURE 5. Tip position. FIGURE 6. Tip angle
e We set pi1o = 1 and pq; = e = po; = 0. Then we vary a, 5 (so that we

always have a = ).
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w(L,t)
w_ (1,t)

5 10 15 20 25 30 3 40 45 50
time t

FIGURE 7. Tip position FIGURE 8. Tip angle

Graphical representation of deflection w(z,t): First, we choose o = =
0.1, 111 = poe = ey = 0 and u12 = 1 (see Figure 9). Next, Figure 10 is obtained
with the arbitrary values a = § = 0.1 and uy1 = 2, g = 3, 191 = 5, p12 = 10.

02 0.05

w(x,t)

X %0 time t X 150 time t

FIGURE 9. Deflection w(x,t) FIGURE 10. Deflection w(z,1)
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